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a ANNALEN DER PHYSIK. 


VIERTE FOLGE. BAND 33. 


1. Studien 
über das elektrische Spektrum im Gebiete sehr 
kurzer Wellen‘); 
yon H. Merceyng. 

1. Allgemeines. Seitdem es dank den Arbeiten von Hertz 
gelungen ist, den elektrischen Strahl objektiv darzustellen, ist 
es nun möglich, auch für diese Strahlen den Brechungs- 
exponenten und dessen Abhängigkeit von der Wellenlänge zu 
bestimmen. Die frühere einzige Grundlage zu diesen Be- 
stimmungen, die aus Kondensatormessungen gewonnene Kenntnis 
der gewöhnlich nur für außerordentlich lange Wellen gültigen 
Dielektrizitätskonstante, konnte jetzt durch andere Messungen 
ergänzt werden; dabei gewinnt man auch in vielen Fällen eine 
bessere Übereinstimmung mit dem Maxwellschen Theorem, 
welches besagt, daß das Quadrat des Brechungsexponenten 
der Dielektrizitätskonstante gleich ist. Ferner konnte man 
ebenso wie im sichtbaren und im unsichtbaren Strahlungs- 
spektrum auch die elektrische Dispersion bestimmen, was von 
vielen Forschern, besonders im ersten Dezennium nach der 
Entdeckung von Hertz geschehen ist. 

Außer der alten Kondensatormethode bieten sich hier 
hauptsächlich fünf verschiedene Methoden dar. Die erste und 
geometrisch einfachste, die auch von Hertz zu seinen ersten 
Experimentaldemonstrationen benutzt wurde, gründet sich auf 
die direkte Beobachtung des elektrischen Strahles. Der durch 
einen Spiegel geometrisch bestimmte Strahl fällt auf das unter- 
suchte Medium und seine Lage wird nach erfolgter Brechung 

vom Wellenindikator bestimmt. Doch obgleich diese Methode 


1) Vorgetragen in der -Krakauer Akademie der Wissenschaften am 
5, April 1910; Bull. International p. 101. 
Annalen der Physik. IV.Folge. 98. => 
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von Lebedew?) und Lampa?) sogar für außerordentlich kurze 
Wellen (bis 4 und 6 mm) angewendet wurde, wobei Lampa 
seine quantitativen Resultate bis auf die fünfte Dezimalstelle 
sicher glaubte, erweist sie sich dennoch für quantitative 
Messungen als sehr wenig geeignet, da der vom parabolischen 
Spiegel reflektierte Strahl schon bei kurzer Entfernung keine 
scharfen Ränder hat und man bei der Bestimmung seiner 
Achse auf Ungenauigkeiten bis zu einigen Graden stößt. Wenn 
man dabei noch mit Flüssigkeiten arbeitet, so kann unter Um- 
ständen die Reflexion und Absorption vom Flüssigkeitsprisma 
so groß werden, daß nur noch ein sehr geringer Teil der 
Energie im gebrochenen Strahle übrig bleibt, was in sehr 
kurzen Wellen, wo die elektrische Energie im Strahl über- 
haupt gering ist, die Leistungsfähigkeit des Wellenindikators 
erheblich beeinträchtigt. 

Sehr vertrauenserregend ist die u. a. von Rubens?) an- 
gegebene Methode, welche darauf beruht, daß der vom Vibrator 
kommende Strahl zur Hälfte durch die Luft, zur Hälfte durch 
das untersuchte Medium geleitet wird. Die auf diese Weise 
hergestellte Phasendifferenz erzeugt, wenn der Strahl mittels 
parabolischen Spiegels auf ein Thermoelement wirkt und der 
Weg im Medium um eine halbe Wellenlänge verlängert wird, 
Maxima und Minima der Intensität. Bei festen nichtleitenden 
Körpern gibt diese Methode (experimentell am besten durch 
zwei Keile verwirklicht) gute Resultate; bei Flüssigkeiten jedoch, 
sogar für außerordentlich schlechte Leiter, wo keine Leitungs- 
ströme zu befürchten sind, lassen sich, wie wir uns aus vielen 
Versuchen überzeugten, schwer gute Erfolge erzielen, 

Wir wollen hier noch die v. Langsche*) Röhrenmethode 
erwähnen. Als besonders geeignet unter allen erweist sich 
die von Drude‘) so sehr vervollkommnete und von vielen 
Forschern angewandte Lechersche Drahtbrücke. Der größte 


1) P. Lebedew, Wied. Ann. 56. p. 1. 1895. 

2) A. Lampa, Wiener Ber. 104 (2a). p. 1179. 1895; 105 (2a). 
p- 1049, 1896. 

8) H. Rubens, Zeitschr. f. d. physik. u. chem. Unterr. 1897. 

4) V.v. Lang, Wiener Ber. 104 (2a). p. 980. 1895; 105 (2a). p. 253. 
1896, auch Wied. Ann. 57. p. 430. 1896. 

5) P. Drude, Wied. Ann. 58. p. 1. 1896; 61. p. 466. 1897, auch 
60. p. 500. 1897. 
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1) A. Colley, Journ. der russ. phys. chem. Gesellsch. 1908. 
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Teil der bis jetzt veröffentlichten Messungen ist mit dieser 
Methode ausgeführt, denn sie gestattet Messungen von Wellen- 
länge, Brechungsexponent und Absorption zugleich; es läßt 
sich dabei eine besondere Schärfe, bis auf 0,1 Proz. des Resul- 
tates erzielen, ein Umstand, welcher besonders für das Studium 
der Absorptionsstreifen von allergrößter Wichtigkeit ist und 
der in den letzten Jahren von Colley’) in seinen Arbeiten 
über das elektrische Absorptionsspektrum des Wassers, Äthyl- 
alkohols, Benzols, Toluols und Azetons ausgenützt wurde. 
Leider ist aber diese Methode — von allen gewiß die ge- 
naueste — für sehr kurze Wellen, d.h. unter 5cm Länge 
nicht gut anwendbar. Zwar ist Marx?) mit dieser Methode 
bis zu 4 cm vorgedrungen, er selbst aber bezeichnet diese 
Messungen als sehr schwierig, und man sieht leicht, daß bei 
sehr kurzen Wellen die zu messenden Brückenentfernungen 
so klein werden, daß die Lechersche Brücke wohl kaum für 
Wellen unter 10cm mit gutem Erfolge angewendet werden kann. 

Da unsere Arbeit gerade diesem, am wenigsten bekannten 
Teile des elektrischen Spektrums galt, so haben wir nach vielen 
Versuchen die bisherigen Methoden aufgegeben und die von 
uns studierten Vorgänge mit kurzen Wellen (4!/, cm) auf 
Reflexionsbeobachtungen am untersuchten Medium gestützt. 
Diese Methode, die in der Hauptsache schon 1896 von Cole?) 
mit gutem Erfolg für Wasser, Äthylalkohol und Petroleum 
angewandt wurde, wird von uns weiter näher beschrieben. 

2. Bis jetzt gewonnene Resultate. Da es beim Studium 
eines bestimmten Teiles des elektrischen Spektrums irgend 
einer Substanz sehr wichtig ist, die gewonnenen Resultate 
mit den übrigen Teilen (für größere Wellenlängen) desselben 
Spektrums zu vergleichen, so haben wir unsere Messungen auf 
ganz bestimmte Flüssigkeiten beschränkt, deren Spektrum für 
größere Wellenlängen ziemlich bekannt ist. Es waren dies 
außer Wasser und Äthylalkohol, deren Bearbeitung wir später 
zu geben hoffen, folgende Flüssigkeiten: 1. Glyzerin (C,H,O,); 
2. Methylalkohol (CH,O); 3. Amylalkohol (C,H, ,O); 4. Essig- 
säure (C,H,O,); 5. Anilin (C,H,N); 6. Äthyläther (C,H,,0). Für 


2) E. Marx, Wied. Ann. 66. p. 411 u. 597. 1898. fiat 
(8) FN. 57. p. 290. 1896. 
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die genannten sechs Flüssigkeiten haben wir folgende Daten 
für den Wert des Brechungsexponenten und seines Quadrates 
für elektrische Wellen verschiedener Frequenz.!) 8 
Glyzerin n? optisch 2,1 wines 
N n? N n? N n> 
25. 10° 56,2 150 . 10° 39,1 400 . 10° 25,4 
Methylalkohol * optisch 1,8 
25. 10° 34,0 150 . 10° _ 400 . 10° 33,2 


Amylalkohol n? optisch 1,9 

25.10° 14,3 150 . 10° 10,8 400 . 10° 5,51 
Essigsäure n* optisch 1,9 

25 . 10° 10,3 150. 108 7,07 400. 10° 6,29 

Anilin n? optisch 2,5 

25 . 10° 150 . 10° 400 . 10° 7,14 
Äthyläther n* optisch 1,9 

25.10° — 150. 10° —_ 400 . 10° 4,42 


Für sehr lange Wellen (Kondensatormethode) ist für: 
Methylalkohol n? = 32,7; Amylalkohol 16,0 bis 15,4; Essig- 
säure 9,7; Anilin 7,38 Mie 7,7; Äthyläther 4,25. 

Dabei muß bemerkt werden, daß schon Drude (l. c.) auf 
eine Absorption bei Glyzerin, Amylalkohol und Essigsäure 
hinweist. 

Wenn die Resultate in ein Koordinatensystem (Wellen- 
länge, Quadrat des Brechungsexponenten, vgl. Taf. I) ein- 
getragen werden, so erhalten wir eine Reihe von für jede 
Flüssigkeit charakteristischen Kurven, die sich mit dem Wachsen 
der Frequenz allmählich dem optischen Werte des Quadrates 
des Brechungsexponenten nähern. Jedoch zwischen den kleinsten 
von Drude und anderen angewandten Wellen von 75 cm (in 
der Luft, für die Frequenz N = 400.10° und den optischen 
Wellen liegt noch ein sehr weiter Zwischenraum, der fast 


1) Die Tafel ist aus Drudes Arbeit „Anormale elektrische Dis- 
persion“ in Wied. Ann. 58. p. 1. 1896 entlehnt, wo auch Quellenangaben 
zu finden sind; sie ist ergänzt durch Daten aus Löwes Aufsatz „Elek- 
trische Dispersion“ Wied. Ann. 66. p. 390. 1898. 
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gänzlich unerforscht ist. Ihn für die genannten Flüssigkeiten 


für die Luftwellenlänge von 4,5 cm (Frequenz N = 6670. 
zu untersuchen, war die Aufgabe unserer Arbeit. 


Hier müssen wir noch bemerken, daß zwar von ae) EX 


Cole?) und Marx’) schon Bestimmungen für so hohe Frequenzen 
vorliegen, doch beziehen sich diese auf Wasser, Benzol und 
Äthylalkohol, die vorläufig hier ausgeschlossen sind. Über- 
haupt ergibt sich aus dem vorliegenden Experimentalmaterial 
wegen der Schwierigkeit, viele besondere Bestimmungen für 
eine längere Reihe von Wellenlängen zu erzielen, nur ein un- 
gefährer Verlauf der Dispersionskurve. Da man im vorn- 
hinein erwarten konnte, daß außer der normalen Absorption 
im elektrischen Spektrum auch anormale Absorptionsstreifen 
auftreten werden (besonders in stark, auch bei normalen Ver- 
hältnissen absorbierenden Flüssigkeiten), so schloß schon Marx 
aus einigen Experimentaldaten auf solche Streifen bei Benzol, 
Wasser und anderen. Da aber die Bestimmung solcher Streifen, 
die gewöhnlich sehr schmal sind, nur dann gelingt, wenn die 
Möglichkeit gegeben ist, die elektrischen Wellenlängen sehr 
genau zu messen, so ist es im Grunde genommen erst Colley‘*) 
gelungen, die allgemeine Dispersionskurve für Wasser, Äthyl- 
alkohol, Toluol usw., in ein Bandenspektrum zu zerlegen, was 
aber leider bis jetzt nur für relativ hohe Wellenlängen (nicht 
unter 20 cm in der Luft, nach der Lecherschen Methode) 
möglich ist. 
3. Theoretische Begründung und Beschreibung der Methode. 
Aus der Fresnelschen Theorie des Lichtes ist es bekannt, 
daß bei der Reflexion einer polarisierten Welle, deren Schwin- 
gungen senkrecht zur Einfallsebene stattfinden, das Verhältnis 
der reflektierten zur emittierten Strahlung durch die Formel (1) 
gegeben ist: 
Vai = sin* i cost : Herecat res 
Vn? — sin? i + 


wobei R das angegebene Verhältnis, n der Brechungsexponent 


2) F. N. Cole, 1. c. je 

8) E. Marx, l.c. MM .¢ Tt ook 
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- 
und i der Einfallswinkel des Strahles ist. Für die Schwin- 
gungen in der Einfallsebene haben wir: 

| 
(2) for 


an? oA 


VR cost — — 
n? cost + Yn? + sin? 


‘iia 

Wenn wir also R und i messen können, erhalten wir 
direkt den Brechungsexponenten n für die untersuchte Wellen- 
lange. 

Die Formeln (1) und (2) gelten zwar genau nur dann, 
wenn keine Absorption im untersuchten Medium vorliegt. Nun 
kénnen wir aber eine dreifache Absorption im Medium unter- 
scheiden. Entweder ist die Absorption nach Drudes Be- 
zeichnung normal, d. h. der Leitungsfähigkeit und der Wellen- 
periode proportional und dann kann sie für alle von uns unter- 
suchten Körper vernachlässigt werden, da deren Leitungs- 
fähigkeit gering und die Wellenperiode sehr klein ist; oder 
wir haben es hier mit einer anormalen Absorption zu tun, 
deren Werte sich aus der Leitungsfähigkeit nicht berechnen 
lassen, sich aber ziemlich stetig in der gegebenen spektralen 
Gegend verändern. Endlich kann auch für die untersuchte 
Wellenlänge gerade ein Absorptionsstreifen des Mediums vor- 
liegen, wo die Absorption plötzlich bis zu einem Maximum 
wächst und dann wieder ebenso rasch sinkt. Wenn wir von 
dem letzten besonderen Falle absehen, so haben wir eine Reihe 
direkter, von Drude!) und Bayer?) ausgeführter Absorptions- 
bestimmungen für die von uns untersuchten Körper. 

Wenn wir mit x den Absorptionsindex bezeichnen, wobei 
die elektrische Energie nach Durchgang eines der Wellenlänge 
gleichen Weges in der Substanz im Verhältnis 1:e*”* ge- 
schwächt wird, so haben wir, wie bekannt, für die Dielektri- 
zitätskonstante für die gegebene Wellenlänge: 


(3) D=n?(1— x. 
Dabei aber müssen auch die Formeln (1) und (2) für Werte 


von x, die von Null verschieden sind, korrigiert werden. Nach 
der Quinckeschen*) Annäherung aus den Cauchy schen 


1) P. Drude, l.c. 
2) A. Bayer, Ann. d. Phys. 17. p. 30. 1905. 
8) G. Quincke, Winkelmanns Handb. d. Physik 4. p. 1300. 
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Formeln haben wir bei nicht kleinem n?(1 + x?) für den Ein- 
fallswinkel 7, bei transversalen Schwingungen: 


n?(1 + x?) — 2ncosi + cos?i 
Bm + x) +2 mcosi +cosi 


Wenn x >O und bekannt ist, können wir für FEB i 
und AR, n bestimmen, und daraus nach (3) auch D berechnen. 
Für i=0 geht die Formel in (4 bis) über: ehe 


(4 bis) k= n? (1 +x) +2n + 


Für absorptionsfreie Medien endlich (« = 0) erhält man: 


n—1\’ n—1 
R= (77 t) oder YR 
Dasselbe erhalten wir, wenn in Formel (1) i=0 ge- 
setzt wird. 
Die von Drude bestimmten Absorptionskoeffizienten sind 
fir eine Wellenlänge von 73 cm: 


ssigsäure . . . 0,07 


Äthyläther („fast keine Absorption“ Drude). 


Es kommen also hauptsächlich nur die Absorptionen von 
Glyzerin und Amylalkohol in Betracht. Um die Anwendung 
der reinen Fresnelschen Formel für sie zu rechtfertigen, 
muß (n — 1)? groß gegen n?x? sein. Für Glyzerin haben wir 
n=41, (n—1)?=9,6, n?x? = 2,82; für Amylalkohol, wo 
n = 1,82, (n — 1)? = 0,67, n?x? =0,53 ist diese Beziehung am 
wenigsten giinstig. 

Es stünde eigentlich nichts im Wege, für die Berechnung 
der Resultate für die zwei letzten Flüssigkeiten die komplizierte 
Formel (4) zu gebrauchen. Da aber der genaue Wert der 
Absorptionskonstante für unsere Wellenlänge unbekannt ist 
und Messungen von Cole!) bewiesen haben, daß die künstlich 
Absorption keinen Einfluß auf die 


1) F.N. Cole, 1. c. p. 308. 
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Resultate der Reflexionsmessungen hat!), so haben wir diese 
Korrektion vernachlässigt. Dieses wäre nur dann unzulässig, 
wenn wir für die gegebene Wellenlänge gerade im Spektrum 
auf einen Absorptionsstreifen stießen, da dann die Kontinuität 
der Dispersionskurve aufhört. Doch durch eine leichte Ver- 
suchsmodifikation kann man diese Möglichkeit eliminieren. Da 
die Streifen, wie Colley?) für größere Wellenlängen experi- 
mentell bewiesen hat, sehr schmal sind, so kann man sich 
durch geringe Änderungen der Wellenlänge überzeugen, ob 
Ön/öA groß oder klein. Beim Studium des Wasserspektrums 
bemerkten wir öfters, daß sogar eine sehr kleine Änderung 
der Wellenlänge sofort 2, mithin auch x merklich verändert, 
d.h. wir kamen in die Nähe eines Absorptionsstreifens, deren 
große Anzahl schon Colley für längere Wellen im Wasser- 
spektrum nachgewiesen hat; bei den übrigen Flüssigkeiten 
aber, mit denen wir gearbeitet haben, war das nicht der Fall. 

4. Beschreibung der Versuchsanordnung. Als Vibrator ver- 
wendeten wir den Righischen linearen Oszillator, der in ge- 
wöhnlicher Weise mit einem Induktorium verbunden war. Der 
Oszillator befand sich im Zentrum einer kleinen runden Flasche, 
die mit Petroleum gefüllt und: von einer Seite mit einer 
kupfernen als Spiegel dienenden Kugelschale bedeckt war. Das 
von der Kugelschale gelenkte Strahlenbündel wurde durch eine 
größere (bis zu 20 cm), ebenfalls mit Petroleum gefüllte Kugel- 
flasche durchgelassen, so daß wir auf diese Weise annähernd 
ein paralleles Strahlenbündel erhielten. 

Die Wellenlängenbestimmungen für sehr kleine Wellen 
können aus den Dimensionen des Vibrators theoretisch nicht 
abgeleitet werden, da die Koppelung des Oszillators mit dem 
Induktorium einen sehr großen Einfluß auf die Vorgänge im 
Oszillator ausübt. Deshalb hielten wir es für nötig, absolute 
Wellenbestimmungen auszuführen. Anfänglich wurden die 
Wellenlängen mittels eines eigens dazu verfertigten Diffraktions- 


1) „Diese sämtlichen Reflexionsversuche wurden mit reinem, destil- 
liertem Wasser ausgeführt; es zeigte sich jedoch, daß ... selbst ein Zu- 
satz von 50 ccm Schwefelsäure nach dieser Hinsicht vollkommen wirkungslos 
war, obwohl hierdurch die Leitungsfähigkeit, bzw. Absorption des Wassers 
zweifellos stark erhöht wurde“. 
u 2) Seine Tafeln 1. e. 


j 
gitter 
2cm 
i des 
der 
- 
nahn 
ferer 
(Fig. 
kon! 
Ver: 
Wei 
wir 
aus 
wel 
unt 
Wi 
‘al 
4 y : 
gr 
die 
N 
Ww! 
el 


Studien über das elektrische Spektrum usw. 9 eh 


gitters bestimmt, das aus Pappe und aus Stanniolstreifen von 
29cm Breite und ebensoviel Abstand konstruiert wurde. Die | 
Resultate jedoch waren wegen Mangel an scharfer Begrenzung rp 
des Strahlenbündels, wie wir schon (§ 1) bei der Besprechung 
der Arbeiten von Lampa bemerkt haben, so wenig genau 
(nur bis 15—20 Proz.), daß wir von dieser Methode sind 
nahmen und einen Apparat nach Art des Fresnelschen Inter- 
ferenzspiegels konstruierten. Auf einem hölzernen Rahmen AB 
(Fig. 1) befand sich ein aus Stanniol auf Holzunterlage ver- 
fertigter, aus zwei Teilen bestehender 
Spiegel PQR. Der untere Teil PQ 
konnte längs 4B verschoben und die 
Verschiebung an einer am Apparate 
angebrachten Skala abgelesen werden. 
Wenn elektrische, vom Spiegel reflek- 
tierte Wellen auf den Wellenindikator 
wirkten (Thermoelement, wie wir weiter 
ausführen werden), so war natürlich die Wirkung am größten, 
wenn beide Teile in einer Fläche lagen. Wenn dann der 
untere Spiegel gegen den oberen verschoben wurde, war die 
Wirkung wegen der eintretenden Interferenz immer kleiner, 
bis sie bei Entfernung der Spiegel, die gleich einer halben 
Wellenlänge war, auf ein Minimum (theoretisch Null) sank, 
um dann wieder zu steigen. Auf diese Weise konnte man 
eine sehr genaue Einstellung des Apparates erzielen und die 
Wellenlänge mit derselben Genauigkeit bestimmen, wie für 
große Wellen bei der Lecherschen Drahtbriicke. Die in 
diesem Aufsatz besprochenen Strahlungsmessungen beziehen 


sich auf die Wellenlänge (in der Luft): esllters 


was einer Frequenz 


bass 
8.10 


6670. 10° 


entspricht. Als Wellenindikator konnten wir nur ein Thermo- 
element gebrauchen, da ein solches quantitative Intensitäts- 
messungen gestattet: Als besten Typus wählten wir nach vielen 
Proben das schon 1891 von Klemenéié vorgeschlagene, aus 
zwei Schleifen bestehende Konstantan-Eisen-Element, das sich 
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in einer ca. 1 cm? groBen Ebonitkapsel eingeschlossen (um es 
vor Luftströmungen usw. zn schützen) im Brennpunkt eines 
versilberten parabolischen Spiegels befand, dessen Öffnung dem 
Schnitte des Strahlenbündels, bzw. der oben erwähnten Petroleum- 
flasche entsprach. Die von den Wellen im Thermoelement ent- 
wickelten Ströme wurden in einem sehr empfindlichen Rubens- 
schen Panzergalvanometer gemessen, das, um Störungen zu 
meiden, durch die bekannte trifilare Deckenaufhängung stob- 
frei gemacht wurde. Die bei Messungen vorkommenden Strom- 
stärken waren genügend groß, um im Galvanometer Skalen- 
ablenkungen von 50—100 mm in einer Entfernung von ca. 1 m 
zu bewirken. 

Wie schon früher bemerkt, mußte jede Messung, um AR, 
das Verhältnis der reflektierten Strahlung zu der emittierten, 
zu ‚bestimmen, zweimal vorgenommen werden, und zwar beim 
Emittieren und dann nach der Reflektierung. Die letzte 
Messung wurde auf folgende Weise vorgenommen: Die zu 
untersuchende Flüssigkeit (von Kahlbaum bezogen, chemisch 


rein) wurde in eine größere Schale gegossen und darauf das ~ 


elektrische Strahlenbündel, meist etwa 45° zur Horizontale 
geneigt, auf sie gelenkt, das dann reflektiert wurde und auf 
das im parabolischen Spiegel befindliche Thermoelement ein- 
wirkte. Mit den im Panzergalvanometer beobachteten Thermo- 
strömen wurde dann die Intensität der reflektierten elektrischen 
Strahlen gemessen. Um die Intensität der emittierten Strahlen 
direkt zu messen, müßte man nach Coles Beispiel dem Thermo- 
element verschiedene Stellungen geben; als weit brauchbarer 
erwies sich das schon von Cole angewendete Verfahren, die 
emittierte Strahlung durch Metallreflexion zu messen. Nach 
der von Rubens!) experimentell als richtig nachgewiesenen 
Formel ist, wie bekannt, das Reflexionsvermögen der Leiter 
und Metalle (in Prozent) durch den Ausdruck gegeben: 


= 
(100 — R) Vx = | 
Va 


wo x das Leitungsvermögen eines Stabes von 1 m Länge und 
1 mm? Querschnitt in Mho, A die Wellenlänge in Mikronen 
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bezeichnet. Für unsere große Wellenlänge (4 = 4,5.10* uy) 
ist dann fast für alle Metalle 2 = 100, d.h. die von Metallen 
reflektierte Strahlung ist praktrisch für diese Wellenlängen 
der emittierten gleich. Aber eine große Zahl von Messungen, 
die wir für die Prüfung von (5) für unsere Wellenlänge vor- 
genommen haben, zeigte bald, daß das Reflexionsgesetz sehr 
stark von dem Zustande der spiegelnden Oberfläche abhängig 
ist. Da diese für unsere Wellenlänge ziemlich groß ist, so 
haben örtliche Verbiegungen, Verunreinigungen usw. großen 
Einfluß. Deshalb wählten wir als spiegelndes Vergleichs- 


medium — Quecksilber. Hier hatten wir immer eine mathe- 
matische Fläche, und dabei konnte man das Quecksilber in 


Wigeisd 
oA) 


dieselben Schalen eingießen, in welchen sich später die zu 
messenden Flüssigkeiten befanden. Auf diese Weise eliminierte 
man auch den Einfluß der Schalenwände, obgleich überhaupt 
dieser Einfluß sehr schwach war. Die Schwingungen waren 
immer senkrecht zur Einfallsebene. Messungen mit Schwin- 
gungen in der Einfallsebene wurden nur ausnahmsweise vor- 
genommen, weshalb auch alle unsere Resultate mittels Formel (1) 
berechnet wurden. Bei allen diesen Versuchen muß man noch 
den Teil der Strahlung, die direkt durch die Luft vom Oszillator 
zum Wellenindikator gelangt, eliminieren. Sie war zwar klein 
(einige Prozent), wurde aber experimentell bei jeder Versuchs- 
reihe bestimmt. Fig. 2 gibt das allgemeine Schema der Ver- 
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5. Numerische Resultate.*) Die numerischen Bestimmungen 
mit sehr kurzen Wellen sind sehr mühsam und zeitraubend, 
da man anfangs außer den Bestimmungen selbst die ver- 
schiedenen Induktionen usw. eliminieren muß. Nachdem dies 
geschehen war, wurden für jede untersuchte Flüssigkeit Ver- 
suchsreihen ausgeführt, die nacheinander immer die Intensität 
der an der Flüssigkeit und dann am Quecksilber reflektierten 
Welle angaben, wobei dann auch der Durchgang der Wellen 
direkt durch die Luft notiert wurde. Die Bestimmungen wurden 
bei möglichst konstanter Temperatur 14°C. ausgeführt, da, 
wie Drude bewiesen hat, der Brechungsexponent stark von 
Temperaturdifferenzen beeinflußt wird und da die Temperatur- 
korrektion für unsere kurzen Wellen unbekannt war. Als 
Beispiel der Berechnung geben wir hier eine Versuchsreihe 
für Anilin (Anilinum purum, von Kahlbaum bezogen). 


Teilstriche korrigiert 
Unmittelbare Ablenkung der Strahlung 15 
Reflex von Quecksilber 98 98 — 15 = 83 
ö » Anilin 31 81 — 15 = 16 
BR = 0,200 Unmittelbare Strahlung 14 
Reflex von Quecksilber 94 94 — 14 = 80 
0,200 { » Anilin 30 30 — 14 = 16 


dur 
R = 0,810 i „ Quecksilber 90 90 — 14 = 76 


wich R = 0,197 Unmittelbare Strahlung 13 
Reflex von Anilin 28 28 —13= 15 


Mittel R = 0,200 


Ist nun das Verhältnis der Intensitäten R bestimmt, so 
ist es leicht, nach Formel (1) den Brechungsexponenten zu be- 
rechnen. Wenn wir Vn? — sin?i mit y bezeichnen, dann ist: 

3 cos (1 R 
(6) ctor Yn? — sin?i = 1 
und nb 

Po Aus (6) folgt, daB die Methode nur dann gute Resultate 
liefert, wenn YR nicht zu nahe an Eins ist, da dann die sehr 
kleinen Differenzen in R auf y großen Einfluß haben. 


1) Einige von unseren Resultaten sind 1909 in unserem Aufsatz in 
den Compt. rend. der Pariser Akademie angeführt. 
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Für Anilin haben wir 2 = 0,200 gefunden. Da i = 41° 
5 


war, also 
cosi= 0,75, = 0,44, 
daher bei 


Dp 0,75 x 1,45 
V2 = 0,448, 1,98, 


+ 0,44 = 2,09; D =n? = 4,36 
D = optisch etwa 2,5; elektrisch, lange Wellen, etwa 7,4). 


Auf dieselbe Weise haben wir für andere Flüssigkeiten 
gefunden: 
Glyzerin (C,H,0,): 
R = 0,47, n = 4,09, D =n = 16,8 
(fiir optische Wellen D = etwa 2,1; fiir sehr lange elektrische W an 
= 0,57, n = 5,48, D=n = 29,4. 
(D optisch 1,8, D elektrisch, lange Wellen, 32—33). 


Amylalkohol (C,H,,0): 
} Wenn R = 0,148, n = 1,82, D =n? = 3,31 
-— (D optisch 1,9; D elektrisch, lange Wellen, ung. 16). 


Essigsäure (C,H,0,): 
____ (D optisch 1,9, elektrisch, lange Wellen, 9,7). 
PER Äthyläther (C,H,,0): 
R= 0,146, 181, = 3,26 
und wi (Optisch 1,9, elektrisch, lange Wellen, 4,25). : 
6. Zusammenfassung der Resultate. Um die auf experi- 


mentellem Wege von uns erhaltenen Resultate besser aus- 
zuwerten, haben wir sie mit dem von Drude und anderen 
für größere Wellenlängen gesammelten Material graphisch 
zusammengestellt (Taf. I und II. Als Abszissen wurden 
Wellenlängen in Zentimetern, als Ordinaten die Quadrate des 
Brechungsexponenten aufgetragen. Da für Glyzerin und Methyl- 
alkohol die Quadrate der Exponenten sehr groß sind, so ist 
für diese zwei Flüssigkeiten in der Taf.I ein zweimal uses 
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Maßstab gewählt, wie für die vier übrigen. Die Kurven der 
elektrischen Dispersion sind für jede Flüssigkeit besonders 
eingezeichnet, leider konnten wegen Raummangel die Daten 
für große Wellenlängen (1200 cm) nicht dargestellt werden. 
Für jede Flüssigkeit haben wir zwei Kurven; bei der ersten 
(vollen) in Taf. II ist n? als Funktion der Wellenlänge in Luft 
eingezeichnet. Die zweite weniger starke Kurve ist von uns 
für Wellenlängen in der betreffenden Flüssigkeit auf Grund des 
bekannten Brechungsexponenten berechnet worden. In folgen- 
der Tabelle sind alle Resultate noch einmal zusammengestellt, 
und die Wellenlängen berechnet: 


Wellenlänge!) in Luft: 
optisch uns. Best. Drude 


fast 0 4,5 cm 75 cm 200 cm 1200 em oo 


Wellenlinge in Glyzerin: 


fast 0 1,1 em 15 em 33 cm 161 cm wo 


n* in Glyzerin: 
2,1 16,8 25,4 39,1 


Wellenlänge in Methylalkohol: 


fast 0 0,88em 13,0em _ 203,0 cm wo 
3 n® in Methylalkohol: 
29,4 33,2 340 82,7 
Wellenlänge in Amylalkohol: 
fast 0 247em 8i1,lem 61 cm 327 em oo 


n? in Amylalkohol: 


1,9 3,31 5,51 10,8 143 16—15,4 
fast 0 2,33 cm 30 cm 75 cm 376 cm @ 
n* in Essigsäure: 
19 35 6,29 1,07 


1) Die optischen Wellenlängen sind praktisch Null, die elektrischen, 
durch Kondensatorbestimmungen erhaltenen praktisch unendlich. 
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Wellenlänge in Anilin: 


optisch uns. Best. Drude 
fast 0 2,15cm 28 cm _ _ oo | B 
n? in Anilin: 
2,5 4,86 7,14 71,38— 7,5 
Wellenlänge in Äthyläther: 
fast 0 2,5 cm 35,7 cm _ 
n? in Äthyläther: i 
19 3,26 4,42 4,25 


Unsere eigenen Bestimmungen von n? sind fettgedruckt. 
Aus der vorstehenden Tabelle ersieht man, daß wir für Methyl- 
alkohol mit Wellen von nur 8,3 mm arbeiteten, also mit Wellen, 
die von derselben Größenordnung waren, wie die Luftwellen, 
mit denen Lebedew seine Bestimmungen in der Luft aus- 
geführt hatte. Auch die Wellen in Glyzerin waren sehr kurz 
(11 mm). 

Wenn wir endlich den Verlauf der Kurven selbst be- 
trachten, so müssen wir bemerken, daß nur die Kurven von 
Methylalkohol und Glyzerin ein jähes Sinken gegen unsere 
und die optischen Werte zeigen. Die den vier übrigen Flüssig- 
keiten entsprechenden Kurven haben einen viel weniger steilen _ 
Verlauf, wobei, wie es scheint, Drudes Bestimmung für Amyl- 
alkohol, für die Wellenlänge in der Luft 75cm, n?=5,51 | 
sich nicht gut mit den übrigen Werten in Einklang bringen 
läßt und wahrscheinlich zu klein ist, was vielleicht durch einen a 


hier befindlichen Absorptionsstreifen bedingt wird. Für en © 


zwischen 4,5—70 cm (Luft) zu wünschen. 
Wie schon früher hervorgehoben wurde, sind die dielek- : 
trischen Konstanten D = n?(1 — x?) für absorbierende Medien 
kleiner als n*. Für uns kommt aber diese Korrektion haupt- — 
sichlich nur für Glyzerin und Amylalkohol in Betracht. Wenn * 
wir — da keine direkten Messungen fiir unsere Wellenlänge 
vorliegen — die von Drude für Wellen von 73cm Länge 


bestimmten Werte der Absorptionskonstante annehmen nd 
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m ws zwar x = 0,419 für Glyzerin und 0,407 für Amylalkohol, dann 
PR würden wir für die Dielektrizitätskonstante: 


für Glyzerin 
erhalten. 

Wir müssen hier nochmals bemerken, daß die kontinuier- 
lichen Kurven, die durch die den verschiedenen Beobachtungs- 
daten entsprechenden Punkte gezogen sind, wahrscheinlich 
durch Absorptionsstreifen, in welchen die Kurven Zacken bilden, 
unterbrochen sind. Solche Absorptionsstreifen sind für einige 
Flüssigkeiten für größere Wellenlängen, wie wir oben bemerkt 
haben, schon von einigen Forschern, u. a. von Colley, ge- 
funden worden. 
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2. Eindeutige Bestimmung von Wellenlängen- 
differenzen im Michelsonschen Stufen- 
spektroskop; 
von Paul Gmelin. 


1. Die Unbestimmtheit der bisherigen Resultate. 


Das Michelsonsche Stufengitter ist schon ausgiebig zu Fu 
Untersuchungen über die Struktur von Spektrallinien benutzt 
worden. Die meisten Spektrallinien erwiesen sich als zu- IR 
sammengesetzt aus einer ,,Hauptlinie und mehreren „Tra- 
banten“. Die Wellenlängendifferenzen dieser Trabanten gegen- 
über der Hauptlinie aus den Konstanten des Echelons zu be- | 
stimmen, war das Ziel aller diesbezüglicher Untersuchungen. 
Dieses Ziel ist nicht vollständig erreicht worden. Dr 

Bekanntlich bediente man sich bei der Berechnung a) 
genannten Wellenlängendifferenzen (di) nach Michelson?) 


der Formel: 
(1) di = ( r +P), 
Pr 
oder, wenn man die Größe 
mit X bezeichnet: 
u den Brechungsexponenten des Stufenglases, 
den Abstand des Trabanten von der Hauptlinie, 
d6, den Abstand zweier benachbarter Ordnungen für die untersuchte == oe 
Spektrallinie und Faye 
p eine beliebige positive oder negative ganze Zahl zwischen und © 
bedeutet. 


67) 


1) A. A. Michelson, Astroph. Journ. 8. p. 37. 1898. Cin =o pee 
Annalen der Physik. IV. Folge. 33. 
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p wurde bisher stillschweigend zu 0 angenommen, einige 
bekannte Fälle, wie z. B. den der D-Linien, oder der Helium- 
doppellinien !), ausgenommen. 

Der Abstand d6 wurde bis zur Mitte des Abstandes d9, 
zweier Nachbarordnungen der Hauptlinie gezählt, und zwar in 
der linken Hälfte positiv, in der rechten negativ 
(Fig. 1). 

Bei dieser gewiß willkurlichen*) Zählung blieb 
also di. bis auf ganze Vielfache der @itterkonstante K, 
die zugleich die Breite des Spektrums bedeutet, 
unbestimmt.°) 

Diese Tatsache ist schon mehrfach erwähnt 
worden; so sagt z. B. Janicki®), der Trabant 
— 0,232 der grünen Quecksilberlinie (5461) könne 
bei der Breite 0,476 des Spektrums auch als 
Trabant mit dA = + 0,244 aufgefaßt werden. Hier 
“  Fig.ı. wäre also zu entscheiden, ob p den Wert 0 oder +1 

hat. An sich wären auch andere Werte möglich, 
doch konnte bei diesem (und anderen weit von der Hauptlinie 
abliegenden) Trabanten das Rowlandgitter entscheiden. Dieses 
Hilfsmittel wird jedoch nicht jedem zu Gebote stehen und bei 
kleinen Wellenlängendifferenzen im allgemeinen ganz versagen. 


2. Skizzierung einer Methode zur eindeutigen Bestimmung von 
Wellenlängendifferenzen mit dem Stufengitter. 


Auf freundliche Anregung von Hrn. Prof. Dr. Paschen 
habe ich nun folgende Methode zur eindeutigen Bestimmung 
von Wellenlängendifferenzen mit Stufengittern ausgearbeitet: 

Durch mehrfache Reflexion schwach konvergenten Lichtes 
zwischen zwei „halbversilberten‘ planparallelen Flächen ent- 
stehen die bekannten Haidinger-Mascartschen‘) Ringe. 


2) Vgl. L. Janicki, 1. ce. 

3) Es mag hier noch kurz darauf hingewiesen werden, daß H. Stans- 
field (Phil. Mag. 18. p. 871. 1909) über die Identität zweier Spektral- 
linien im Stufenspektroskop entschieden hat, indem er die Gesamtdispersion 
des Spektroskops durch Drehen des Echelons um 180° um die doppelte 
Dispersion des Hilfsprismas veränderte. Dies ist der erste Versuch, um mit 
dem Stufengitter selbst über die Ordnung eines Trabanten zu entscheiden. 

4) E. Mascart, Ann. de chim. de phys. 23. p. 116. 1871. 


u a 1) L. Janicki, Diss. Halle 1905 p.15 u. Ann. d. Phys. 19. p. 26. 1906. 
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Bestimmung von Wellenlängendifferenzen. 


Bildet man nun das Ringsystem des gesamten auf den Spektro- 
skopspalt fallenden Lichtes samt dem gemeinsamen Zentrum * 

mit einem Objektiv auf diesen Spalt ab, so zerlegt das Spektro- Re 

skop das Ringsystem in die den einzelnen Spektrallinien bzw. Dh 
Trabanten zugehörigen Ringsysteme. Jede Linie erscheint 
daher als Durchmesser ihres eigenen Ringsystems und enthält a FR p 
demnach ein System von Interferenzpunkten (vgl. Fig. 2). Aus u 
den Abständen der Interferenzpunkte auf der Hauptlinie und = < 
ihren Trabanten läßt sich nun auf die Wellenlingendifferenz 
(da) jedes Trabanten gegenüber der Hauptlinie schließen. Da Br: FS 
di aus den Messungen im Stufenspektroskop schon bis auf _ 

ein ganzes Vielfaches der Breite des Spektrums bekannt ist, aoe 
genügt eine qualitative Betrachtung der Interferenzerscheinung. __ 

In Verbindung mit Rowlandgitter ist als Interferenzschicht _ 
zur Erzeugung Haidingerscher Ringe schon mehrfach) eine 
„versilberte Luftschicht“ benutzt worden. Für die folgende a ee 
Untersuchung diente eine beiderseitig halbversilberte plan- = | 
parallele Glasplatte, die im durchfallenden Licht dieselbe Inter- 
ferenzerscheinung zeigt, wie eine gleiche nicht versilberte Platte _ 

im reflektierten Licht.?) Der Vorzug einer solchen Platte vor 
einer „versilberten Luftschicht“ liegt darin, daß bei ersterer eine 
Justiervorrichtung für die planparallele Schicht ganz wegfällt. 

Der eingehenden Diskussion der kombinierten Interferenz- 
erscheinung stelle ich zwecks besserer Übersicht die Be- 
schreibung des physikalisch-geometrischen Bildes, wie es das 
Okular des Spektroskopfernrohres oder die photographische 
Platte zeigt, voran. : 

Die Hauptlinie zeige die in Fig. 2 gezeichneten Interferenz Pe: 
punkte. (Das die Punkte erzeugende Ringsystem ist in dcr 
Zeichnung ergänzt.) Läßt man nun die Wellenlänge er 
Hauptlinie auf irgendwelche Weise, etwa durch Erhöhen des N 
Drucks der leuchtenden Dämpfe, wachsen, so verbreitert sich __ 
die Linie nach rechts, zugleich aber ziehen sich die Ringe __ 


1) Ch. Fabry und A. Perot, Astroph. Journ. 1. p. 73. 1902; 
H. Buisson und Ch. Fabry, Journ. Phys. Mars 1908; A. H. Pfund, 
Astroph. Journ. 27. p. 3. 1908; P. Eversheim, Zeitschr. f. wies. Phot. 
5. p. 5. 1907 u. Ann. d. Phys. 30. p. 815. 1909. 

2) O.Lummer, Wied. Ann. 23. p. 815. 1884. 
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Mitte. Die Resultanten beider Bewegungen sind, wie später 
bewiesen werden soll, mit großer Annäherung gerade Linien 
mit verschiedener Neigung gegen die Spektrallinie. Das auf 
obige Weise erzeugte Interferenzbild ist in Fig. 3 für zwei 
Ordnungen schematisch dargestellt. 

Es ist nach dem Vorhergegangenen leicht ersichtlich, 
welcher Anblick sich bietet, wenn eine Linie von Trabanten 
begleitet ist, deren Wellenlängendifferenzen gegen die Haupt- 


mas 


linie nach der bisher üblichen Methode | di = K a richtig 
bestimmt worden sind. Die Fig. 4 zeigt das Bild, ‘das ohne 
weitere Worte verstindlich ist. (Die verbindenden Geraden 
sind ergänzt.) 

Hat nun ein Trabant kleinere Wellenlänge als die Haupt- 
linie und ist dA für ihn dem absoluten Betrag nach größer 
als die halbe Breite DA/2 des Spektrums. Dann liegt er 
links von der Mitte des Ordnungsabstandes der Hauptlinie 
und dd wurde für ihn fälschlicherweise positiv berechnet, 
während der richtige Wert 


di’ =— Di+dia 


beträgt (Fig. 5). Seine Interferenzpunkte sind daher nicht auf 
_ den Geraden der Ordnung m, sondern auf denjenigen der 
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Ordnung (m +1) zu suchen. Wie die Fig. 6 zeigt, fallen die 
en eines solchen Trabanten in die dunkeln 
Zwischenräume zwischen den durch die Ordnung m gehenden 
Geraden, zugleich aber in die Verlängerungen der Geraden 
durch die Ordnung (m + 1). ; 
Dem Beobachter wird eine derartige Anomalie im Interferenz- 
bild sofort auffallen und er kann bei entsprechender Anordnung }) 
ohne neue Messungen über den richtigen Wert von dA für einen 
Trabanten entscheiden und die bisherigen Resultate richtig stellen. 
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Fig. 7 zeigt den Fall eines Trabanten, der um zwei 
Spektrumsbreiten nach abnehmenden Wellenlängen zu ver- 
schieben ist. Er hat also statt dA die Differenz 


div =—2Di+ di. 


3. Ausfiihrliche analytische Betrachtung der beschriebenen ae 
Methode. 


Die Berechnung der Ringradien fiir eine gewisse Wellen- 
länge A hat Lummer?) durchgeführt; die Richtigkeit seiner 
Resultate hat er experimentell bestätigt. Der Winkel «, unter 


1) Die Eindeutigkeit der Methode wird unter 3. behandelt. En ü 
19. 
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welchem der Halbmesser eines Ringes gesehen wird, berechnet 

sich nach Lummer aus der Gleichung: 

(2) mh = 2eYu?— sin?a, 

in der m die Ordnungsahl des Ringes, e die Dicke, u den 

Brechungsexponenten der planparallelen Glasplatte bedeutet. 

Für das Folgende ist es wichtig, die Dispersion des Ringsystems 

zu kennen, d. h. zu wissen, wie sich der Radius eines bestimmten 

Ringes bei einer kleinen Änderung der Wellenlänge ändert. 
Aus Gleichung (2) erfolgt durch Differenzieren, wobei m 

und e als Konstanten zu betrachten sind, 


d 
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di — sina cosa de 


(3) 


Aus (2) und (3) folgt schlieBlich 
Asin 2ada 


2(m sin’a« — ul se) 


Benutzt man nur die drei innersten Ringe, für die & bei 
unserer Anordnung sehr klein ist, so kann man ohne merk- 
Fehler schreiben: 

Da das Ringsystem durch Interferenz paralleler Strahlen 
entsteht, entwirft ein Objektiv sein Bild im Abstand der en 


weite (f). Dann gilt für kleine « 


r 
Ff? 
wo r den zu « gehörigen Ringhalbmesser im Bilde bedeutet. 
Damit geht Formel (4) über in a die Has 


(4) 


Die Formel zeigt, daß bei wachsender Wellenlänge die Ringe 
sich zusammenziehen, wie p. 19 schon erwähnt wurde. 
Für ein ons denselben Ring ist der Ausdruck 
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als Konstante zu betrachten und man kann zur Abkiirzung 
schreiben: 


et 


Für Ring I: di=C,dr,, 


” Il: d= C, dr, the 
t. . . . . . . . . . 
18 ii d= C,dr,. B open 
’ Man braucht nun in dieses Gleichungssystem einfach für 
‘ di den Wert K(d6/d60, + p) aus (1’) einzusetzen, so hat man 


eine einfache Darstellung des im Spektroskopfernrohr zu er- 
wartenden Interferenzbildes. 


4 Die Gleichungen (5) lauten dann: 


1) dom - 
C, dé, pk MIS 
i) do = (ar, — 


Sie stellen ein System von Geraden dar. Die p. 19 auf- ; 
gestellte Behauptung ist damit bewiesen, denn betrachtet a 
man die geometrisch - physikalische Bedeutung einer dieser 
Gleichungen, so ergibt sich folgendes: 

Wir übertragen die rechtwinkligen Koordinatensysteme a 
(d6, dr,), (40, dr,)... auf das Interferenzbild (Fig. 3 und 6). Bere 
Greift man als Beispiel die Gleichung (5,) heraus, setzt in ibr = 


| 


p=0 und schreibt sie kurz 
so bedeutet offenbar die Hauptlinie die dr r,-Achse, ro Lot “a 
auf ihr im Interferenzpunkt r, die d0-Achse, die Gleichung (5,') 

selbst die in Fig. 6 gezeichnete Gerade durch den Inter- ag 
ferenzpunkt r, der Hauptlinie. Für einen falsch zugeordneten ; a 
Trabanten ist nun p+0. Die Gleichungen (5’) zeigen, daß “ee 


dies geometrisch eine Parallelverschiebung des Koordinaten- 
systems um pd, d.h. um ein ganzes Vielfaches des Ordnungs- 
abstandes bedeutet. Diese Verschiebung haben wir tatsäch- 
lich in dem Beispiel der Fig. 6 vorgenommen, indem wir die 


x 
‘7 
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Geraden der Ordnung m in die Ordnung (m+ 1) verschoben 
haben. 

Bei obiger Betrachtung ist ein Punkt nicht behandelt 
worden, die Frage nach dem Gültigkeitsbereich der Methode, 

Läßt man die Wellenlänge der Hauptlinie in zu weiten 
Grenzen abnehmen oder wachsen, so werden dabei schließlich 
neue Ringe aus dem Zentrum des Systems herausquellen bzw. 
dort verschwinden. Dies könnte bei gewissen Untersuchungen, 
wo eine stetige Änderung von A möglich ist, z. B. beim 
Zeemanphänomen, beobachtet und in Rechnung gezogen werden. 
Für vorliegenden Fall handelt es sich aber um schon vor- 
handene stationäre Zustände, wo Neubildungen von Ringen 
sich der Beobachtung entziehen. Man wird nur dann ein- 
deutige Resultate erhalten, wenn man im benutzten Wellen- 
längenbereich überhaupt keine neuen Ringe im Zentrum ent- 
stehen oder verschwinden läßt. Dies wird erreicht durch ge- 
eignete Wahl der Plattendicke. Ist di, die größte noch in 
Betracht kommende Änderung von A, m, die Ordnung im 
Ringzentrum, so gilt nach Gleichung (2) die Beziehung 


(6) mA= 


Ist m, eine ganze Zahl, so ist im Zentrum Helligkeit. Soll 
im Zentrum erst dann wieder Helligkeit entstehen, wenn A 
um di, gewachsen ist, so muß od 


(7) (m, —1)(4+d4A,) = 2eu 


sein, wobei u im Bereich A bis (A+ dA,) als konstant ange- 
sehen werden darf. Aus (6) und (7) folgt 


Durch geeignete Wahl von e bzw. u kann also ein eindeutiges 
Interferenzbild für Wellenlängen zwischen A und (A+dA,) 
erzielt werden. 

Das im Stufengitter ins Gesichtsfeld fallende Wellen- 
längengebiet hängt ab von dem Auflösungsvermögen und von 
der Brennweite des Hilfsspektrographen. Der zu vorliegender 
Untersuchung benutzte Apparat!) gestattet, die D-Linien noch 


1) Vgl. p. 25, 1. 
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getrennt auf den Spalt des Stufengitters zu lenken. Es kann = x 
also bei dieser Anordnung mit engem Spalt im Gelb in 
Wellenlängengebiet von nicht mehr als 3 A.-E. Differenz ae 
achtet werden. Tatsächlich kommen höchstens Wellenlängen- = 
differenzen bis zu 2 A.-E.!) in Frage, da größere Differenzen = 
mit Rowland-Gittern exakt bestimmt werden konnten. 
4. Die Anwendung der Methode zur Untersuchung einiger j 
Quecksilberlinien. 


Die Versuchsanordnung. 


Das benutzte Stufenspektroskop samt seinen Hilfsapparaten 
ist in der Dissertation des Verfassers*) beschrieben. Zur 
Erzeugung des Quecksilberlichts verfertigte ich eine Bogen- 
lampe Paschenscher Konstruktion mit starker Wasserkühlung 


lasse wy 
ger? Fig-® = 


(Fig. 8). Die Lampe ver stets an eine Toeplersche Queck- 
silberluftpumpe angeschlossen und konnte ohne besondere 
Wartung bei 60 Volt Spannung mit Stromstärken zwischen 
4 und 20 Amp. betrieben werden. Während der “rc 
graphischen Aufnahmen mußte wiederholt nachgepumpt werden. 

Die Halbversilberung der Interferenzplatte wurde nach 
Böttger°) hergestellt und mit einer rotierenden 


kleiner zu wählen. dag & 
2) P. Gmelin, Diss. Tübingen 1908. at 
3) F. Kohlrausch, Pra Prakt. Phys. 37, 
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poliert. Die richtige Schichtdicke ergab sich durch Aus. 
probieren. 

Zur Entscheidung über die Wellenlängendifferenz der 
Trabanten wurde eine 0,416mm dicke Glasplatte von 3 cm 
Durchmesser gewählt. Ihre Brechungsverhältnisse für die 
untersuchten Quecksilberlinien (A, =5790 und A, = 5461 A.-E) 
ergaben sich aus Messungen an einem Abbé-Pulfrichschen 


u, = 1,5224, = 1,5240. Di 


Aus Formel (8) folgt, daB fiir die Linien ih und A, mit 
dieser Platte Wellenlängendifferenzen von Trabanten bis zu 
2,64 bzw. 2,35 A.-E. eindeutig bestimmbar sind. 

Zur Abbildung der Ringe auf den Spalt diente ein Zeiss- 
mikroplanar mit 35 mm Brennweite. 


RE 


Die Beobachtungen. 

eds Die gelbe Linie 5790. 
Die Veranlassung zur Untersuchung dieser Linie gaben 
die Beobachtungen der Herren Lorinser und Wiedemann.) 
Sie fanden mit Rowlandgitter für die Linie 5790 einen Be- 
gleiter mit der Wellenlängendifferenz —0,999 A.-E.*), der im 
Stufengitter wegen seines beträchtlichen Abstandes noch nicht 
identifiziert werden konnte. Ich suchte nun zu entscheiden, 
welcher von den im Stufengitter von Janicki®) und Galitzin‘) 

bestimmten Trabanten sich mit dem oben erwähnten deckt. 
Bei hoher Stromstärke (12—18 Amp.) und hohem Vakuum 
in der Quecksilberlampe erschienen beinahe genau im’ Ab- 
stande des Trabanten +0,132 von der Hauptlinie Interferenz- 
punkte zwischen denjenigen dieses Trabanten. Die Photo- 
graphien 1 und 2 zeigen das ganze Interferenzphänomen deut- 
lich. In Photographie 1 sind die Trabanten sehr lichtstark, 
wegen zu schwacher Versilberung der Interferenzplatte jedoch 
etwas verschwommen. Photographie 2 ist mit der richtigen, 
genau ausprobierten Dicke der Versilberung aufgenommen. 


1) Vgl. F. Paschen, Ann. d. Phys. 30. p. 750. 1909. 
2) Nach neueren Messungen von F. Paschen: — 1,005 A.-E. 
8) L. Janicki, Ann. d. Phys. 19. p. 36. 1906. 
Fürst Galitzin, Bull. = l’Acad. d. Sc. Petersburg 1907. 
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Photographien. 
(5'/, fache Vergrößerungen der Spektralaufnahmen.) 


2. 3. 
4 = 57% A = 5461 


Auf Kosten des relativ lichtschwachen 
Trabanten mußten die anderen Linien 
leider überlichtet werden. Auch sind 
infolge der zur lichtstarken Erzeugung 
des schwachen Trabanten notwendigen 
hohen Stromstärke und der trotz stärk- 
ster Kühlung damit verbundenen hohen 
Dampfdichte des Quecksilbers die Linien 
stark verbreitert. An Hand der ideali- 
sierten Fig. 9 läßt sich das Interferenz- 
bild bequem diskutieren. (Bei guter 
Beleuchtung waren die in der Figur ge- 
zeichneten drei Ordnungen okular deut- 
lich zu sehen.) 

Es ergibt sich aus Fig. 9 bzw. Photographie 1 und 2, aa 
die Trabanten!) —0,187; —0,119; +0,132; +0,230 bisher 
richtig berechnet worden sind, dean ihre Interferenzpunkte ein & 


und derselben Ordnung liegen je auf ein und derselben Geraden. SR Er 


1) Der Trabant —0,251 war nie sichtbar. 
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Verlängert man die Geraden, die durch die Interferenz- 
punkte der eingezeichneten (m-+ 2)*® Ordnung gehen, so treffen 
sie die noch unbekannten Interferenzpunkte x der m'® Ord- 
nung. Die Punkte x liegen also zwei Ordnungen links von 
der (m+2)'®® Ordnung, haben somit den Abstand (—2 dd, +46) 
von der (m+ 2)" Ordnung, daher hat der sie erzeugende Tra- 
2 bant die Wellenlängendifferenz 
di’ = — 2.0,5686 + 0,132 = — 1,005 A.-E., 


>. 


wo 0,5686 die Breite des Spektrums für die Hauptlinie 
4 = 5790 A.-E. im benutzten Apparat bedeutet, und als Ab- 
stand dd (=+0,132) der des Trabanten +0,132 genommen 
wurde, auf dem die Punkte x liegen. In Wirklichkeit ist 40 
etwas größer, da der fragliche Trabant etwa auf dem rechten 
Rande des Trabanten +0,132 liegt. Da der Trabant ohne 
Interferenzplatte betrachtet auch bei feinstem Spalt und 
niederem Dampfdruck der Quecksilberlampe nicht vom Tra- 
banten +0,132 zu trennen ist, so kann obiger Wert höchstens 
um die halbe Breite des letztgenannten Trabanten zu groß 
sein. Ein Stufengitter, das die beiden Trabanten trennt, ge- 
stattet eine genaue Messung von dd. Janicki!) und Galitzin?) 
haben solche Stufengitter benutzt; sie fanden bei einer Spek- 
trumsbreite von 0,542 bzw. 0,5432 A.-E. einen Trabanten mit 


Fa di = + 0,084 bzw. +0,086 A.-E., der in meinem Apparat 
= a nicht zu sehen ist. Hat nun dieser Trabant in Wirklichkeit 
die Wellenlängendifferenz di’ = —2 D2 + da, und ergibt sich 
, ave daraus auch (genähert) der Wert — 1,00 A.-E., so ist er iden- 
x pa tisch mit dem oben berechneten Trabanten. In der Tat er- 
gibt sich 

u di’ = — 2.0,542 + 0,084 = — 1,000 A.-E. nach Janicki 

und 


di’ = — 2.0,5432 + 0,086 =— 1,000, „ ,„ Galitzin. 


Im Verlauf meiner Untersuchungen hat mir Hr. Prof. Dr. 
Paschen obigen Trabanten in mehreren höheren Ordnungen 
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oo okular zu — 1,005 A.-E. mit einem Fehler ron 
+0,03 A.-E. gemessen. 
Kurz vor Abschluß meiner Untersuchungen ist eine Arbeit 
von H.G. Gale und H. B. Lemon!) erschienen. Diese Autoren a Bes 
haben mit einem vorziiglichen Michelsonschen Plangitter 
in Littrowscher Aufstellung das Quecksilberspektrum photo- _ 
graphiert und bei der gelben Linie 5790 einen Trabanten mit 
di = — 0,998 A.-E. sehr genau bestimmt. Diese sehr zuver- 
lässige Messung zeigt gute Übereinstimmung mit allen oben _ 
erwähnten Resultaten. Zur Übersicht stelle ich alle Werte 


hier zusammen: 
Wellenlängendifferenz des äußersten Trabanten dar gelben ses an 
Quecksilberlinie 5790: - ia 
nach Paschen . . . | 
» Lorinser u. Wiedman 
» Gale u. Lemon. . . 
9% Verfasser (aus Janickis wail 
it. Galitzins Messungen berechnet) —1,000 
Eine Messung von H. Stiles, die dA=—1,138A.-E. 
ergibt, stimmt mit obigen Werten nicht überein. RT a 


Die Photographie der gelben Linie zeigt auBerhalb der fins ai 
dem innersten Ring zugehörigen Interferenzpunkte zwischen 
den Trabanten +0,132 und +0,230 Interferenzpunkte, die in — 
die Verlängerung der Geraden der Ordnung (m+1) fallen, 
Diese Punkte gehören also einem Trabanten mit negativem di nn pa 
an, und zwar muß für ihn di’ =— sein. Der Trabant 
wird erst bei 18 Amp. Stromstärke sichtbar, ist daher sehr 
verwaschen. Er deckt sich mit dem Trabeatia +0,168 bzw. 
+0,169, den Janicki bzw. Galitzin bestimmt haben. ti 
meinem Interferenzbild ist also seine Wellenlängendifferenz: a = 


di = — 0,542 + 0,168 = — 0,374 nach Janickis Messungen, — 
= — 0,543 + 0,169 = — 0,374 nach Galitzins 1 


1) H. G. Gale u. H. B. Lemon, Astrophys. Journ. 31. p. 1. 1910. : 
2) H. Stiles, (80. 1. 1909. 
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Die gelbe Linie hat also nach meiner Entscheidung (unter 
Benutzung früherer Resultate‘)) folgende Trabanten: 


(di in A.-E.) 
- 0,999; —-03745 —0,1875 —0,1195 +0,132; +0,230. 


Die gelbe Linie 5769, 


_ Diese Linie wurde nur okular untersucht. Ihre Trabanten 
sind richtig zugeordnet worden, sie haben also die von 
Janicki, Galitzin, v. Baeyer?) u. a. angegebenen Wellen- 
längen. 

Die grüne Linie 5461. 

Das Interferenzbild dieser Linie weist keine Anomalien 
auf, wie Photographie 3 zeigt. Die Entscheidung, von der 
p. 18 beim Trabanten —0,232 die Rede war, ist jetzt ge- 
troffen und zwar zufällig zugunsten der bisherigen Schreibweise. 
Mein Interferenzbild zeigte folgende Trabanten: 


(di in A.-E. nach Janicki.) 
—0,232; —0,099; —0,0665 +0,088; +0,133; 


Durch Beiziehung der vorliegenden einfachen Methode 
zu den Untersuchungen von Spektrallinien im Stufenspektro- 
skop hat das Stufengitter seinen größten Nachteil gegenüber 
den Rowlandgittern, nämlich eine gewisse Unsicherheit in den 
Resultaten für die Wellenlängendifferenzen von Trabanten,) 
verloren. Sein Auflösungsvermögen könnte nun ohne Ge- 
fährdung der Eindeutigkeit der Resultate noch bedeutend ge- 
steigert werden, soweit dies die optische Technik ermöglicht. 
Etwa auftretende ,,Geister“ können durch oben beschriebene 
Kombination ebenso wie bei Gehrcke und v. Baeyers* 
„Methode der gekreuzten Platte“ als solche erkannt und aus 
der Reihe der wirklichen Trabanten ausgeschieden werden. 
Die Anordnung bildet somit einen Ersatz für die „gekreuzten 
Platten“, 


1) Von Janicki u. Galitzin. 

2) O.v. Baeyer, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 9. p. 4. 190 

3) Nach O. v. Baeyer, |. c. 

4) E.Gehrcke u. O. v. Baeyer, Ann. d. Phys. 20. p. 269. 1906. 
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Anhang. 


1. Zur Kontrolle wurde die gelbe Linie 5790 auch 
einer variablen Luftschicht, die durch Aufkitten zweier halb- ee ee 
versilberter Glasplatten auf einem Zeissschen Komparator- 
schlitten improvisiert wurde, ‘auf ihren äußersten Trabanten 
(-1,0 A.-E.) untersucht. Das oben erwähnte Resultat fand 
sich auch nach dieser Methode bestätigt. Die Methode grün- 
dete sich auf die Erzeugung von Schwebungen zwischen dem 
Trabanten +0,132 und dem gesuchten Trabanten. Näher 
soll eg diese Kontrollmessung hier nicht eingegangen werden. 


2. Die Dispersionsformel (4’) 


läßt sich zur direkten Bestimmung von di aus den Dimen- 
sionen der Interferenzplatte und aus der Messung von f, r 
und dr verwenden. Man kann zu diesem Zweck einen der 
innersten Ringe wählen. Die Formel läßt sich noch umge- 


stalten für Fälle, wo die Brennweite f nicht genau meßbar ist. 


Ist r, der »* Ring vom Zentrum des Ringsystems aus ioe 
gerechnet, so ist (m—») seine Ordnung, wenn der innerste _ 
Ring die Ordnung m hat. Dann gelten nach Gleichung (2) er 
die Formeln 


9) | mh=2e Vu? —sin?a =2e Vu? — 
| (m — =2e —sinta, 
also auch = 


wo « und «, die r und r, entsprechenden Winkel sind. Damit 
läßt sich f? aus (4’) eliminieren und man erhält als Disper- 
sionsformel unabhängig von f 
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Mißt man z.B. die Radien r, und r,, so lautet die Formel 


Die Formeln gelten nur für kleine & bzw. r, da in denselben 
«=sin« und sin?a=0 gesetzt worden ist. 

3. Die Neigungen der Geraden in Figg. 3, 4, 6, 7, 9. Die 
Gleichungen der Geraden (5) lassen sich auch so schreiben: 


1. d0=Nr,dr,, tued 


Secure 


‘it y, der Neigungswinkel der Geraden i gegen die Spek- 
trallinie, so ist tgy, = Nr,, also 


tg 


sin a; on a, the (aus ( 


also 
d.h. die der der Geraden 
die Interferenzpunkte r,, r,, r,... verhalten sich wie die 
Wurzeln der Nummern der Geraden. Die Zeichnungen sind 


nach dieser Regel angefertigt. 


Set 


Es sei mir an dieser Stelle noch gestattet, Hrn. Prof. Dr. 
Paschen fiir seine freundliche Anregung zu dieser Arbeit und 
die Bewilligung der Mittel seines Instituts bestens zu danken. 

An den experimentellen Arbeiten hat sich Hr. stud. Georg 
Wendt beteiligt. Für seine freundliche Hilfe möchte ich ihm 
auch hier meinen besten Dank aussprechen. 


Tübingen, Physik. Inst. Mai 1910. 


4 
(Eingegangen 13. Mai 1910.) 
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3, Über die thermische Ausdehnung der Metalle; 
von E. Grüneisen. 


(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt.) 


Das Ziel der vorliegenden Untersuchung ist, unsere Kenntnis 
von der Veränderlichkeit des thermischen Ausdehnungskoeffi- 
zienten der Metalle mit der Temperatur‘ zu erweitern, und 
hierdurch festere Grundlagen für die sich anschließende Studie | 7 
über das Verhältnis von Ausdehnungskoeffizient zu spezifischer 
Wärme zu schaffen. 

Zunächst soll an älteren Messungen festgestellt 
ob die bisher nur an Platin geprüfte Exponentialformel = ae. 


Thiesen!) sich zur Darstellung der thermischen Ausdehnung _ 
eignet, zweitens werden neue Versuche über die re 
von Magnesium, Zink, Cadmium, Antimon, Iridium, Gold, 
Blei und Wismut nchee — 183 und + 100°C. mitgeteilt. 
Am Schlusse wird dann noch die Frage berührt, welche Be- . 
ziehungen zwischen der thermischen Ausdehnung, dem Atom- z = 

gewicht, bzw. -Volumen und dem Schmelzpunkt bestehen. fa x 3 


I. Prüfung der Exponentialformel. 


1. Die kubische Ausdehnung ist nach Thiesen darstellbar a 
durch den Ausdruck bes 

| Ov 

oT 


= 


| (v= Volumen der Masseneinheit, 7’= absolute Temperatur, — 
| ß, und e Konstanten), woraus zwischen zwei Temperaturen 
T, und 7, die Volumänderung 
—v= [7,1+e — Tite] 
1. 
HA 


m 


folgt. 


1) M. Thiesen, Verh. d. Deutsch. Physik. Ges. 10. p. 410. 1908. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 33. 
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Die lineare Ausdehnung, welche wir im folgenden unter. 
suchen, wiichst etwas langsamer mit der Temperatur an, als 
die kubische. Wir können jedoch für die Gültigkeitsprüfung 
der Exponentialformel, auf die es zunächst ankommt, diesen 
Unterschied vernachlässigen und setzen 
(1) 
wobei wir im Auge behalten, daß « hier etwas kleiner erhalten 
wird, als für die kubische Ausdehnung. 
Wir wählen y so, daß „—/, die Verlängerung eines 
Stabes darstellt, der bei 0°C. die Länge 1 hat. Wir wollen 
ferner 
ha wad wh ast 
ait 

als linearen Ausdehnungskoeffizienten, = 


&7,/T. 


als mittleren linearen Ausdehnungskoeffizienten zwischen 7, 
und 7, bezeichnen (/, = Lineardimension bei 0°C.). 

2. Zur Prüfung von Formel 1 sollen die Messungen dienen, 
die während des letzten Jahrzehnts an der Physikalisch-Tech- 
nischen Reichsanstalt ausgeführt worden sind, nämlich 1. die 
Versuche von Holborn-Day!) und Dittenberger?) über die 
Ausdehnung von Stäben aus Al, Fe, Ni, Cu, Pd, Ag, Pt 
in hoher Temperatur, 2. Scheels’) Messungen der absoluten 
Ausdehnung . von Platin- und Palladium-Würfeln zwischen 
— 190 und +100°C., 3. die Untersuchung des Holborn- 
Dayschen Pt-Stabes zwischen — 183 und + 16°C. durch 
Scheel-Heuse‘), 4. die relativ zu diesem Pt-Stabe ausgeführten 
Messungen von Henning?) über die Ausdehnung der unter 1. 
angeführten Metallstäbe zwischen — 191 und + 16°C. End- 


DL. Holborn u. A. Day, Ann. d. Phys. 4. p. 104. 1901. 
= 2) W. Dittenberger, Zeitschr. d. Ver. D. Ing. 46. p. 1532. 1902. 
8) K. Scheel, Verh. d. Deutsch. Physik. Ges. 9. p. 3. 1907. 

4) K. Scheel u. W. Heuse, Verh. d. Deutsch. Physik. Ges. 9 
p. 449. 1907. 

5) F. Henning, Ann. d. Phys. 22. p. 631. 1907; Hr. Henning 
mußte seine Zahlen auf die Scheelsche Messung am Pt-Würfel beziehen. 
Ich habe ihnen die spätere Messung am Pt-Stabe (Scheel u. Heuse) zu- 
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Thermische Ausdehnung der Metalle. 


lich konnte Formel 1 noch an Iridium geprüft werden. Für 
einen massiven Stab habe ich selbst die Ausdehnung in dn 
Intervallen und relativ zu Platin bestimmt (vgl. 
p. 45), an einem Iridiumbande haben Holborn-Valentiner') 
die Gesamtdehnung zwischen 22° C. und verschiedenen hohen, 
zwischen 1060 und 1731°C. liegenden Temperaturen gemessen. 

In den unten folgenden Tabellen werde ich Formel 1 an 
den einzelnen Metallen in der Weise prüfen, daß ich die in 
aneinanderstoBenden Temperaturintervallen beobachteten Aus- 
dehnungen mit den nach Formel 1 berechneten vergleiche. 
Hinzugefügt werden außerdem noch die Zahlen, welche Hol- 
born-Day und Dittenberger in ihren Originalarbeiten aus 
quadratischen Formeln ohne Rücksicht auf die ihnen noch 
unbekannte Dehnung zwischen —191 und 16° abgeleitet haben, 
sowie die von Scheel ebenfalls nach quadratischen Formeln 
berechneten Zahlen. 

Bei allen Metallen (ausgenommen Ir) wird die beobachtete 
Ausdehnung 4/ in mm angegeben; sie bezieht sich auf die 
Länge von 1 m bei 0°C. Die benutzten Formeln lauten also 
E(Exponentialformel): 4/ = 10007 [7,!*: — 7,!+"]mm; 

Q(Quadratische Formel): 4/ = 1000 [a (¢, —¢,) +-d(¢,? — 42)] mm, 
wo ¢ die vom Eispunkte an gezählte Temperatur ist. oe u 

3. Platin. Sowohl beim Platin wie beim Palladium zeigt oe Be: 
sich, daß die von Scheel untersuchten Würfel und die von _ a oe ; 
Holborn-Day, Henning und Scheel-Heuse untersuchten 


Stäbe eine getrennte Behandlung erfordern. 
Pt-Würfel (Tab. 1). Beobachtungen von Scheel. 


Formel E: y = 2,8150. 107%; « = 0,208. 
- 
Formel a = 8,615 .107%; 6=0,00870.10-% 
Tabelle 1. 
hit | | | beob-ber. | | beob.—ber. 
| 
1,642 1,642 | 1,642 
18), 0,358 0,357 +,001 0,355 | 
16) 0,759 0,759 | + 0,760 | 


1) L. Holborn u. $. Valentiner, Ann. d. Phys. 22. 
2) K. Scheel, |. c, p. 19. 


83* 


35 
ils 
ng 
en 
| 
ie 
ie 
„fer 
). 
rag 
1- 


E. Griineisen. 


Die Exponentialformel gibt die Beobachtungen innerhalb 
der Versuchsfehler wieder, die quadratische weicht fiir das 
Intervall ?°/,, nach Scheel zu stark ab. 


Pt.Stab (Tab. 2). Beobachtungen von Scheel-Heuse 
Formel E: y = 2,940.10~°; « = 0,165. 7 al 
Formel Q)): a = 8,868.10~*; = 0,001324. 10°, 


ads Tabelle 2. 


| 1,607 | 1,608 -,001 | 1,721 114 
.. 0,809 | 0,796 +,013 
2,162 2,155 +,007 2,158 +,004 
2,455 2,490 —,035 | 2,465 -,010 
las 2,638 | 2,628 +,005 2,631 +,002 
oo | 2,769 | 2,856 | 2,738 ? 2,796 | ? 
vais RohrI| II | 


dia Formel E stellt die Beobachtungen zwischen — 183 und 
+750°C. dar, Formel Q gibt die Ausdehnung in tiefer Tem- 
peratur zu stark. Im Intervall *°°/,,,, weichen die in den 
Heizrohren I und II beobachteten Dehnungen um 3°/, von- 
einander ab. Da Rohr II eine gleichmäßigere Temperatur- 
verteilung besaß'), dürfte der größere Wert 2,856 der wahren 
Ausdehnung näher kommen, woraus zu schließen wäre, daß 
die Exponentialformel sich über 750° nicht extrapolieren läßt, 
sondern die Ausdehnung zu klein gibt. Hier. würde ein 
größeres & geeigneter sein. 

Aus dem Vergleich der s-Werte für Würfel (0,203) und 
Stab (0,165) geht hervor, daß der Ausdehnungskoeffizient für 
jenen viel schneller mit der Temperatur wächst, als für diesen. 
In welchem Maße dies der Fall ist, erkennt man aus der 
folgenden Zusammenstellung (Tab. 3) der auf gleiche Tempe- 
raturintervalle berechneten mittleren Ausdehnungskoeffizienten 
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Thermische Ausdehnung der Metalle. 


Fermel Tabelle 3. 


b 
e Würfel, ungegliiht. . . 1,97 | 9,04 
Stab, geglüht. . . . 8,04 | 8,92* 


Die mit * versehene Zahl ist aus Formel Z interpoliert 
und erhält deshalb bei den für spätere Zwecke gebildeten 
Mittelzahlen nur halbes Gewicht. : 

Die Ursache des verschiedenen Verhaltens von Würfel 
und Stab könnte man darin vermuten, daß jener kalt bearbeitet, — 
dieser bei den Versuchen geglüht war. Einen bestimmten a 
Anhalt hierfür geben die Beobachtungen jedoch nicht. Bim _- 
ersten Erwärmen bis 1000°, welches in Tab. 2 nicht berück- 
sichtigt wurde, war die Ausdehnung zwar um etwa 1 Proz. 
größer als später, diese größere Dehnung trat aber erst ober- __ 
halb 500° auf. 


4. Palladium. Wir behandeln Würfel und Stab wieder zz e 
getrennt. 


Pd-Würfel (Tab. 4). Beobachtungen von Scheel. 
Formel #: y= 2,178.107%; & = 0,255. 
Formel Q}): a = 11,612. 107%; 2 = 0,00323 . 107%, 


I 


Tabelle 4. 


—190/ 2,111 2,112 —,001 2,111 + 


Alver. @ beob.-ber. 


16/4 0,474 0,472 + ,002 0,470 +,004 
16/59 1,007 1,008 —,001 1,009 — ‚002 


Wieder gibt die Exponentialformel die Beobachtungen 3 2 
besser wieder als die quadratische. set 
Pd-Stab (Tab. 5). Beobachtungen von Henning ( har 


Holborn-Day (19/000) 
in 


1) K. Scheel, Le. p20, « 


ary 


To 
-4 
q 
- * 
| 
BE 


Tabelle 9. 
b> 191) 3,813 8,811 +002 
18/60 5,720 5,721 
glue 50/05 3,709 3,483 +,226 
815/04 3,720 3,780 ~,010 
500) 10 4,090 3,461 +,629 
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Beim Silber ist die Brauchbarkeit der Exponentialformel 
auffallend schlecht.!) Sie stellt die Ausdehnung nur im Intervall 
— 191 bis +500° auf etwa 1 Proz. richtig dar. Oberhalb 500° 
bleibt die berechnete Dehnung weit hinter der beobachteten 
zurück, würde also wieder, wie bei den vorigen Stäben ein 
mit der Temperatur wachsendes s erfordern. Die quadratische 
Formel ist zur Darstellung des Intervalls !/,,, gut geeignet 
und gibt auch für —'/,, eine verhältnismäßig so geringe 
Abweichung, daß ich den aus ihr abgeleiteten Wert von 
@,, = 18,83.10—* unten mit verwenden werde. Um dies & 
auch nach der Exponentialformel möglichst sicher abzuleiten, 
habe ich y und « noch einmal so bestimmt, daß die beiden 
tiefsten Temperaturintervalle genau wiedergegeben werden. Ich 
erhielt 


y = 6,25.10-%; «= 0,165 


und hiermit @.,, = 18,96, während aus dem ersten Werte- 
paar y,é die Zahl 19,02 folgt. 

Als mittlere Ausdehnungskoeffizienten wähle ich demnach 
aus Hennings Beobachtung 


und als Mittel aus quadratischer und ne 


7. Aluminiumstab (Tab. 9). Beobachtungen von Henning 
Dittenberger (}%/,,,). H 


Formel E: y = 2.22.107%; 


that 


1) Betreffs der Unsicherheit der Beobachtungen am Silberstab in 
hoher Temp. vgl. L. Holborn u. A. Day. ce. p. 115. Ich habe das höchste 
Temperaturintervall fortgelassen. 
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Thermische Ausdehnung der Metalle. 


Formel E gibt die Ausdehnung von — 191 bis + 2500 


el 

ill und von 375 bis 500° sehr gut wieder, während im dazwischen | 

9° liegenden Intervall, wie schon Dittenberger schloß, eine mit 
en starker Dehnung des Materials verbundene molekulare Zu- _ Ba; 
in standsänderung sattzufinden scheint. Eine quadratische Formel Fe u ae 
he wird dieser Unregelmäßigkeit ebensowenig gerecht, ich lasse 

et sie deshalb hier vollständig beiseite. 


ge Oberhalb 500°, in der Nähe des Schmelzpunktes, dehnt 


= 


dete 


mn sich das Material sehr viel stärker, als es der Formel £ ent- ot > 
spricht, ähnlich wie beim Silber. 
n, Als mittlere Ausdehnungskoeffizienten wähle ich aus wer; 


aus der Exponentialformel 


8. Eisen (Tab. 10). Von den in der Reichsanstalt unter- eo 
ch suchten Eisenstäben greife ich drei heraus: Schmiedeeisen von 7 


Holborn-Day (!°/,,0), Flußeisen Fl, und Schweißeisen Sch 2, 
weiche von Henning (—'*?/,,) und Dittenberger (*¢/,,,) unter- 
sucht sind. In allen drei Fällen handelt es sich um Eisen 
mit weniger als 0,1 Proz. C, dagegen sind Mn- und P-Gehalt u 
im Schweiß- und Flußeisen nicht unbedeutend.!) Unter Alyeov. Ber 
gebe ich die Mittelzahlen für die drei sich nicht sehr stark 
unterscheidenden Eisensorten. 


Formel E: y =0,679.10-*; «= 0,43. 
» 9%): a= 11,557.107%; = 0,00517.107%. 


In Tab. 10 tritt die vielfach festgestellte Anomalie in der B yee 
Ausdehnung des Eisens deutlich hervor. Während der beob- __ 
achtete Ausdehnungskoeffizient von —191 bis +375° etwa der 
Exponentialformel entsprechend ansteigt, nimmt er zwischen = 
375 und 625° langsamer zu, um schließlich oberhalb 625° ab- 
zunehmen (vgl. die auf gleiche Temperaturintervalle sich 2 es 
ziehenden Al in Spalte 2 von Tab. 10). Es lagert sich über die 


n 1) Vgl. die Analysen bei E. Groschuff, Zeitschr. d. Ver. D. Ing. A LER 

e 46. p. 1865. 1902. er 

2) W. ine is Zeitschr. d. Ver. D. Ing. 46. p. a 1902, 


- 
| 
| 


E. Grimeisen, 
Tabelle 10. 


beob. Alyer. E | beob.-ber. | | beob.-ber. 


1,87 19° | + —,33 
3,04 300 | +,04 8 | +,01 
1,88 1,88 + | +,08 
1,98 2,04 —,06 --,038 
2,09 2,19 —,10 | 

2,02 2338 —,81 | 


Sis | 
| | 


normale thermische Ausdehnung eine Kontraktion, die nach 
Charpy und Grenet?) bei reinem Eisen sich auf ein größeres 
Temperaturintervall bis 890° hinauf verteilt, bei Eisen mit 
über 0,1 Proz. C bei etwa 700° plötzlich stattfinden soll. Ober- 
halb 890°, also nach Beendigung der Kontraktion, wächst 
jedoch der Ausdehnungskoeffizient nach Charpy und Grenet?) 
viel stärker an, als der Formelextrapolation entsprechen würde, 
Es ist im Intervall 880 bis 950° für Eisen mit wenig C 


@beob. = 24,5 . iv. Über. E> 20,4 . 1078, 


Trotzdem scheint bis 1000° der Effekt der Kontraktion noch 
nicht eingeholt zu sein, denn der von Le Chatelier?) für 
weiches Eisen beobachtete mittlere Ausdehnungskoeffizient 
zwischen 0 und 1000°C. bleibt noch erheblich unter dem nach 
Formel Z berechneten. Es gilt für dies Intervall 


Cpeob. = 14,5 . 107%; Über. E = 16,6. 
Als mittleres @ zwischen — 190 und +17° nehme ich aus 
Hennings Beobachtungen 
= 9,07 . 1078, 
Für "/,.0 folgt aus Formel # @ = 11,77. Da aber die Formel 


zwischen 16 und 250° um gut 1 Proz. hinter der Beobachtung 
zurückbleibt, setze ich 


= 11,89. 10, 
1) G. Charpy u. L. Grenet, Compt. rend. 136. p. 92. 1903. 


2) G. Charpy u. L. Grenet, Compt. rend. 134. p. 540. 1902. 
3) Le Chatelier, Compt. rend. 108. p. 1096. 1889. 
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9. Nickelstab (Tab. 11). Beobachtungen von Henning 
= Holborn-Day ('%/,ooo)- 


1,287.107%; « = 0,342. 


Formel E: y 


| 


»  @Q}): a= 13,460.107%; = 0,003315.107*. 
ty | ty | beob.-ber. | | beob.-ber. 
1; 2,109 2,107 +,002 2,674 -,565 
ich Wo | 3,268 3,148 +,125 3,348 —,080 
20/5 | 2,020 1,908 +,112 1,942 | +,078 
nit 875/49 | 2,087 2,039 — 2,045 — ,008 
er- 4432 4,416 +,016 | 4401 +,081 
hst | 4798 4,803 —,010 4,816 —,023 
t*) 
de, Die Exponentialformel paßt sich der Ausdehnung in hoher 
Temperatur (37°/,.00) sehr gut an und stellt zugleich die Ge- 
samtdehnung zwischen —191 und +16° richtig dar. Ob hier 
ein Zufall mitspielt, oder ob tatsächlich unterhalb 16° die 
ch Exponentialformel wieder gilt, bleibt hier unentschieden. In 
ür dem Intervall !%/,.,, welches auch die Temperatur der magne- 
nt tischen Umwandlung enthält, tritt eine Anomalie ein, indem 
ch das Nickel sich stärker dehnt, als es der Formel entspricht. 


Diese Anomalie beginnt aber viel früher, als der Verlust der 
Magnetisierbarkeit eintritt, eine Erscheinung, welche auch beim 

Eisen zu bemerken war, mit dem Unterschied jedoch, daß 

us beim Eisen Kontraktion, beim Nickel Dilatation sich über die 
der Exponentialformel entsprechende Dehnung überlagert. 

Da die Dehnung zwischen 16 und 250° von Formel Z 

um 4 Proz. zu klein wiedergegeben wird, so muß das mit ihr 

el interpolierte @,,— 12,57.10° als erheblich zu klein gelten, 
1g während der nach Formel Q interpolierte Wert @ = 13,76.10—° 
sicher einige Prozent zu groß ist. 
Nun hat Tutton?) die Ausdehnung reinen Nickels zwischen 


1) L. Holborn u. A. Day, 1. e. p. 118. 
2) A.E. Tutton, Proc. Roy. Soc. London 65. p. 161. 1899; Zeitschr. 
f. Kristallogr. 31. p. 384. 1899. 
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6 und 121°C. gemessen und zur Darstellung seiner Beob- 
achtungen eine quadratische Formel mit 


a = 12,480.10-*; 5=0,0074.10% 
angegeben. Sie liefert | 
also einen zwischen den obigen Grenzen liegenden Wert, den 
ich deshalb später annehmen werde. Aus Hennings Beob- 
achtungen folgt ferner 
= 10,21 .10-*. 


10. Jridium (Tab. 12). Meine Versuche zwischen — 183 
und +100°, über die p. 45ff. berichtet wird, beziehen sich auf 
den von Jaeger und Diesselhorst bezüglich der Wärme- 
leitung usw. untersuchten Stab’), während die Messungen in 
hoher Temperatur von Holborn-Valentiner (I. c.) an einem 
Iridiumbande angestellt sind. Die für das Intervall ?/,,. an- 
gegebene Zahl ist aus Benoits?) Formel berechnet. 

In Tab. 12 gebe ich, wie Holborn und Valentiner, die 
mittleren Ausdehnungskoeffizienten für die links stehenden 
Temperaturintervalle an. 


Formel Z: y=1,819 .10-%; = 0,24. 
» 2%: a = 6,6967.10%; = 0,001158. 10%, 
Tabelle 12. 


t, | ty beob.-ber. | ber. @ | beob. -ber. 


5,71 571 | + | 6, 50 
6,62 6,50 | +,12 

bf 6,58 6,58 + 6,83 —,25 

oo | 7,97 8,07 | —,10 7,96 +,01 

1975 8,17 8,28 8,20 — ,03 

* lisa 8,53 8,56 —,03 8,54 —,01 

*/ 1730 8,75 8,70 +,05 8,73 +,02 


Die meinen beiden Beobachtungen genau angepaBte Ex- 
ponentialformel liefert die Gesamtdehnung bis 1730°C. ziem- 


1) Eine Veröffentlichung liegt bisher noch nieht vor. 
2) R. Benoit, Travaux et M&m. du Bur. intern. 6. p. 1. 1888. 
3) L. Betbers u. S. Vatoutiner, l. c. p. 16. 
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Thermische Ausdehnung der Metalle. 


lich übereinstimmend mit den Beobachtungen von Holborn 
und Valentiner, was man immerhin als eine recht gute 
Leistung dieser Formel bezeichnen kann. Benoits Zahl ist 
um 2 Proz. größer, als nach meinen Beobachtungen zu er- 
warten ware. 

Die den hohen Temperaturen angepaBte quadratische 
Formel gibt, wie auch sonst, die Dehnung in tiefer Tem- 
peratur erheblich zu groß. tation 

A) nov ands) sab eve 
3 


Abschnitt L 


Ergebnis von 
11. Das Ergebnis der vorangehenden Paragraphen fassen 
wir in folgenden Sätzen zusammen: 

Die Thiesensche Exponentialformel scheint dem wahren 
Ausdehnungsgesetz fester Elemente sehr nahe verwandt zu 
sein. Besonders die Beobachtungen in tiefer Temperatur 
(namentlich Scheels) werden durch sie gut dargestellt, wäh- 
rend den Beobachtungen in hoher Temperatur (Holborn-Day 
und Dittenberger) häufig ein mit der Temperatur wachsendes & 
besser gerecht werden würde. Auffallend ist die geringe Brauch- 
barkeit der Formel beim Silberstabe, während man eine 
Wiedergabe der auf molekularen Umwandlungen beruhenden 
Unregelmäßigkeiten in der thermischen Ausdehnung von Al, 
Fe, Ni von keiner Formel erwarten wird. Im Gegenteil ist 
es überraschend, daß die Exponentialformel die Dehnung ober- 
halb und unterhalb der Umwandlungstemperaturen von Al und 
Ni darzustellen scheint. 


IL Versuche über die Ausdehnung von Magnesium, Zink, 
Cadmium, Antimon, Iridium, Gold, Blei und Wismut zwischen ee 
—183° und +100° a 


12. Alle im vorigen Abschnitt aufgeführten Metalle zeigen 
eine verhältnismäßig starke Veränderlichkeit des Ausdehnungs- 
koeffizienten mit der Temperatur. Die Prüfung der Beziehung 
zwischen Ausdehnung und spezifischer Wärme, welche den 
Endzweck vorliegender Untersuchung bildet, ist aber auch in 
solchen Fällen erwünscht, wo eine Aleine Veränderlichkeit er- 

et werden kann, also für Metalle von großem Atomvolumen 
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und -gewicht'). Dieser Gesichtspunkt war bei der Wahl 
des Materials für die folgenden Messungen maßgebend. Die 
verwendeten Stäbe aus Zn, Cd, Ir, Au, Pb, Bi sind von den 
Untersuchungen der Herren Jaeger und Diesselhorst?) her 
hinsichtlich ihrer Dimensionen, Dichte, chemischen Zusammen- 
setzung, Wärmeleitung, Elektrizitätsleitung, Wärmekapazität 
und Thermokraft bekannt, ihre elastischen Eigenschaften sind 
von mir selbst untersucht. Die Stäbe aus Mg und Sb wurden 
aus der Fabrik von C. A. F. Kahlbaum neu bezogen. Sie 
haben eine Länge von 27 cm, einen Durchmesser von 11,5 
bzw. 12,4 mm. 

13. Die Ausdehnung der genannten Probestäbe ist etwa 
in den Temperaturintervallen —'**/,,. und 1"/,,,0 mit der Aus- 
dehnung des Jaeger-Diesselhorstschen Stabes Platin II 
verglichen worden, da der von Henning für seine Relativ. 
messungen verwendete, von Holborn-Day und Scheel-Heuse 
ausführlich untersuchte Platinstab (vgl. 3) leider an die Firma 
Heraeus zurückgegeben war. In Ermangelung absoluter Deh- 
nungsmessungen für Platin II sind vorläufig die in 3 aus 
Würfel und Stab abgeleiteten Mittelwerte 


= 8,04 . 10%: C17), = 9,00 iw 


auch für Platin II angenommen und zur Ergänzung der fol- 
genden Relativmessungen verwendet worden. 

14. Die Versuchsanordnung war ursprünglich für Kom- 
pressibilitätsmessungen an Metallrohren ersonnen, von denen 
ich bei anderer Gelegenheit berichten werde. Bei den relativen 
Ausdehnungsmessungen sind Probestab und Vergleichsstab 
(meist Platin II) in horizontaler Lage dicht übereinander an- 
geordnet. Der obere liegt (Figg. 1 und 2) in zwei von einem 
Wandstativ in der skizzierten Weise herabhängenden Doppel- 
schlingen aus dünnem Messingdraht, welche freies Pendeln des 
Stabes in seiner Längsrichtung gestatten, senkrecht dazu ver- 
hindern. Der untere Stab wird vom oberen mittels zweier 


1) Vg). die zusammenfassende Darstellung bei F. Richarz, Zeitschr. 
f. anorg. Chem. 58. p. 356. 1908; 59. p. 146. 1908; ferner E. Griineisen, 
Ann. d. Phys. 26. p. 215. 1908. 

2) W. Jaeger u. H. Diesselhorst, Wiss. Abh. d. Phys. - Techn. 
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ahl Gehänge deren jedes aus einem Rahmen mit vier 
Jie Spitzenschrauben und einer Stange mit Spiegel besteht. Die 
len Spitzen setzen sich in der aus Fig. 1 ersichtlichen Weise in art “a 
1er die Kerner oder Nuten ebener Lagerflächen auf, welche nicht ote 

an den beiden Stäben selbst angeschliffen sind, sondern ent- “lane 
weder an federnden, über den Stab geschobenen Stahlringen eee 
(Fig. 1, oben), oder an zylindrischen den Stab b senkrecht durch- ede a 


seteenden Stahlachsen (Fig. 1, unten). 
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Fig. 1. Fig. 2. Be 

ei Relative Dehnung des einen Stabes gegen den anderen aries 2 
ee bewirkt eine Neigung der Gehänge gegeneinander, welche Ba 
b nach der bekannten Kénigschen Doppelspiegelmethode fir eae 
x elastische Biegungen!) gemessen wird. Dem Spiegel | (2,4 cm BR 
© Durchmesser) steht also eine senkrechte Skala, dem Spiegel 2 ; 
\. (lem Durchmesser) ein Fernrohr gegenüber, in welchem das Kr, 
ö doppelt gespiegelte Skalenbild beobachtet wird. Uber die zur a 
R Vermeidung größerer Korrektionen zu wählende Stellung der a 
. Spiegel (kleine Verdrehung um senkrechte Achsen) verweise te 

ich auf eine Abhandlung von Winkelmann und Schott.?) ur 
‘ 15. Ist 7 die MeBlinge beider Stäbe bei Zimmertemperatur ® Be % 
1, (25 cm), 4@ der Unterschied ihrer mittleren Ausdehnungs- ie. : 
1. 1) Vgl. F. Kohlrausch, Lehrbuch d. prakt. Physik 11. p. 222. 1910, 

2) A. Winkelmann u. O. Schott, Wied. Ann. 51. p. 697. 1894. 
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koeffizienten für das Temperaturintervall 4¢, a der lichte Ab. 
stand der gegeneinander gekehrten Spitzen (bei verschiedenen § mit 
Versuchen zwischen 1,7 und 1,9 cm variierend), so dreht sich 

infolge der Temperaturänderung At jedes Gehänge um den zu | 
Winkel her 
wobei die vorgenommene Verwechselung von gy und sing unter @ pera 
den obwaltenden Verhältnissen gestattet ist. Die Drehung g sied 
verursacht einen Skalenausschlag, der nahezu gegeben ist durch den 


bzu 
= p(4A4+2d). 
Uber die durch strengere Rechnung entstehenden Korrektionen wer‘ 


vgl. 20. (4 = Abstand der Skala von Spiegel 1, etwa 136 cm, die 
d = Abstand beider Spiegel, etwa 24,6 cm). Nach Elimination etwa 


von » folgt pera 
oder 

(2) 4¢= garaıaı Rim 
16. Bei Ableitung dieser Formel ist vorausgesetzt, daß Bun 


beide Spiegel um den gleichen Winkel g gedreht werden, und sow 
daß der für die Größe der Drehung maßgebende Hebelarm rage 


durch den lichten Abstand a zwischen den Spitzen gegeben sei. aus 

An dem ersten Punkt wird man nicht zu zweifeln brauchen, und 
sobald freie Beweglichkeit der Gehänge um ihre Spitzen, bzw. Stra 
ein freies Pendeln des unteren Stabes gegen den oberen längs Hol 
der Achsen vorhanden ist. Hierfür zeigte es sich notwendig, nur 
ein gleichzeitiges Aufsitzen aller acht Spitzen in ihren Lagern Off: 


zu vermeiden. Deshalb habe ich bei den späteren Kom- 
pressibilitätsmessungen die Zahl der Spitzen jedes Gehänges ther 


jt 


auf drei beschränkt. Sau 

Die zweite oben gemachte Voraussetzung braucht nicht Baı 

streng erfüllt zu sein, da der Drehpunkt der Spitzen in ihrem Fal 

b Innern liegen kann. Die dadurch zu a hinzukommende Kor- ber 

= a rektion rechnet aber nach Hundertsteln Millimeter, wie ich bei Wa 

2 Gelegenheit der Kompressibilitätsversuche durch Variation des (ety 
i Spitzenabstandes gefunden habe. Daher soll diese Korrektion 

hier vernachlässigt werden, denn sie ist viel kleiner, als die daf 

Schwankungen der absoluten Ausdehnungskoeffizienten bei ver- Sk: 

schiedenen Proben gleichen Metalles, vor allem aber kommt rul 
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sie auch für die Veränderung des u 
mit der Temperatur nicht in Betracht. Er 3 

17. Um den Stäben die nötigen 
gu geben, wurden verschiedene Flüssigkeitsbäder von unten : 
her mit einem durch Kurbel und Zahngestänge regulierbaren — & z 
Stelltisch angehoben, bis beide Stäbe und Gehängerahmen voll- es 
ständig eintauchten. Als Badflüssigkeiten für das tiefe Tem- 
peraturintervall (—1*%/,,° C.) dienten unter Atmosphärendruck 
siedender Sauerstoff und Benzin von Zimmertemperatur, welches 
den Vorteil besaß, so schnell von den Stäben und en SE 
abzudampfen, daß sehr bald nach der Skalenablesung = : 


etwas angewärmte Benzinbad nn Für das hohe Tem- 2 2 
peraturintervall (!?/,,.) dienten Wasserbäder, entweder siedend, 
oder von Zimmertemperatur. Das Wasser wurde in einer | 
Rinne aus Messingblech durch sechs nebeneinander gereihte = 
Bunsenbrenner zum Sieden veranlaßt. Oben war die Rinne 
soweit abgedeckt, als es die freie Beweglichkeit der heraus- 
ragenden Spiegelstangen und Aufhängedrähte gestattete. DDm 
aus den übrig bleibenden Öffnungen dringenden Wasserdampf 2 et 
und der aufsteigenden heißen Luft wurde der Zutritt zum Ta 
Strahlengang Skala-Fernrohr durch abschützende Platten au ee 
Holz, Asbest und Glas möglichst verwehrt. Dies war natürlich er a 
nur beschränkt möglich, da um die Gehängestangen freie Bee: 
Öffnungen bleiben mußten (vgl. Fig. 1, oben). > 

Die Temperatur wurde mittels Pentan- und Quecksilber- 
thermometer kontrolliert bzw. gemessen. Für den siedenden 
Sauerstoff wurde — 183° angenommen, die Schwankungen des = ee 
Barometerstandes würden das Intervall in ungiinstigen 
Fällen nur um 2 Promille ändern, sind deshalb hier nicht Er 
berücksichtigt worden. Die hohen Temperaturen des siedenden 
Wassers (Tab. 13, Spalte 4) erklären sich durch Siedeverzug — 
(etwa 0,6°). 

18. Der nahe Parallelismus der Gehängespiegel bewirkt, — 
daß sich Pendelungen der Stäbe in ihrer Längsrichtung am 
Skalenbild wenig bemerkbar machen. So störte zB. das 
ruhige Sieden des Sauerstoffs in keiner 
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Weise, während das Sieden des Wassers größere Schwankungen 
verursachte, welche die Skalenablesung erschwerten und eine 
Dämpfung wünschenswert machten. Deshalb wurden die Spiegel. 
stangen unterhalb der Spiegel mit Dämpferflügeln aus Alu. 
miniumblech versehen, welche in Öl eintauchten (Figg. 1 u. 2), 

19. Tab. 13 enthält die nach der beschriebenen Methode 
gewonnenen Versuchsergebnisse. Jede Horizontalreihe gibt das 
Mittel aus mehreren unmittelbar hintereinander vorgenommenen 
Einzelversuchen (jeder aus Erwärmung und Abkühlung, oder 
umgekehrt bestehend), M bedeutet das Metall, auf das sich 
die Zahlen beziehen. Spalte 5 gibt an, ob die älteren, 
messingenen Gehängerahmen (m) oder die neueren aus ver- 
nickeltem Eisen (e) verwendet wurden. Die Spitzen waren hier 
wie dort aus Stahl und vernickelt. Die Gehänge waren ein- 
seitig mit Kernern versehen. Sie wurden in verschiedenen 
Kombinationen benutzt, indem ihre Kerner entweder beide 
nach außen, oder beide nach innen, oder einer nach außen, 
einer nach innen zeigten. Die Pfeile in Spalte 5 deuten die 
Richtung der Kerner bei der betreffenden Versuchsreihe an, 
Spalte 6 gibt den Spitzenabstand a, Spalte 7 und 8 den nach 
Formel (2), p. 48, berechneten Unterschied der mittleren Aus- 
dehnungskoeffizienten von Platin und dem Metall M. Nur 
unter „Zinn“ sind drei Reihen, welche sich auf die gegen Blei 
beobachtete Ausdehnung beziehen. Im Kopf der Spalten 7 


oder angedeutet, 


welcher Stab der obere war. Bei allen Stäben sind beide 
Kombinationen schnell hintereinander beobachtet worden, um 
durch Mittelnahme Fehler eliminieren zu können, welche durch 
unvorhergesehene, bei der Temperaturänderung eintretende 
Sonderbewegungen der Gehänge entstehen können. Wenn 


solche Bewegungen bei beiden Kombinationen, bie) und (pep 


in gleicher Richtung und Größe stattfinden, werden sie im 
einen Falle den durch die thermische Dehnung der Stäbe be- 
dingten Ausschlag vergrößern, im anderen Falle um den gleichen 
Betrag verkleinern, daher durch Mittelung beider Ausschläge 
eliminiert werden. Vergleicht man die Zahlen von Spalte 7 
bzw. 8 unter sich und miteinander, so zeigen sie in der Tat 
für ein und dasselbe Metall und Temperaturintervall bisweilen 


und 8 ist durch die Bezeichnung 
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nterschiede, die viel größer sind, als die Unsicherheit der 
Einzelmessung. Diese Unterschiede sind jedoch bei den Mittel- __ 
zahlen in Spalte 9 nahezu verschwunden. Es ist deshalb an- = 2 > 
genommen worden, daß durch Vertauschung der Stäbe eine 
Sonderbewegung der Gehänge eliminiert wird. 
Durch Addition des in Spalte 10 vorgezeichneten & für 
las Platin (nach 3.) ist in Spalte 11 der mittlere Ausdehnungs- 


en koeffizient @ des Metalles M für das Temperaturintervall in 

ler Spalte 4 gebildet. 

ch 20. Sowohl die Korrektionen, auf welche Winkelmann 

0, und Schott hingewiesen haben, als auch die, welche aus der 
or in 15. vorgenommenen Verwechselung des Winkels und seiner | a Ate 
ler Funktionen entspringen, sind an den Zahlen von Tab. 13 in 2 
ID- den wenigen Fällen angebracht, wo sie 1 Promille übersteigen. 

en Nicht berücksichtigt ist der Einfluß der thermischen Aus- 

de dehnung der Gehänge, derentwegen der Spitzenabstand a bei 

N, den Versuchen in tiefer Temperatur kleiner, bei denen in 

lie hoher Temperatur größer hätte eingesetzt werden müssen, als 

n. es in Wirklichkeit geschehen ist. Diese Korrektion aber 

ch würde @ im ungünstigsten Falle (Pb) nur um etwa 1 ‚1 Promille 

18- verändern und ist deshalb unberücksichtigt geblieben. ; 

ur Viel größer muß die Unsicherheit erscheinen, welche den. 

lei endgültigen Zahlen durch die „Sonderbewegung‘“ der Gehänge 

7 anhaftet, von der oben die Rede war. Woher diese stammt _ 

et, und von welchen Umständen ihre Größe und Richtung ab- © 

de hängt, warum sie z. B. für das tiefe Temperaturintervall viel 


kleiner ist, habe ich trotz mannigfacher Variation der Versuchs- 
ch bedingungen nicht feststellen können. Ich bin zu der AR 


de gekommen, daß es sich um die Übereinanderlagerung zweier 
- Effekte handelt, von denen der eine z. B. durch einen oten 
Gang“ der Gehängedrehung erklärt werden könnte. Dazu ist 
) folgendes zu bemerken: Die Temperaturänderung des Probe- — 
ey und Vergleichsstabes erfolgte nie gleichzeitig, da der untere 


e- zuerst ins Bad eintauchte. Dadurch kam es, daß der Skalen- 
ausschlag anfangs entweder übers Ziel hinausschoß, oder nach 
der falschen Seite ging, je nachdem der stärker sich aus- En; 
dehnende Stab unten oder oben lag. „Toter Gang“ der Ge- 
hänge würde im ersten Fall einen zu großen, im zweiten einen as 
zu kleinen Ausschlag bewirken. Zwischen 17 und 100° ist 
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Be = in der Tat, wenn der stärker sich dehnende Stab unten lag, 

=e in der Regel der gréBere Ausschlag beobachtet worden. 
Baer Der zweite Effekt muß derart sein, daß er den vorigen 
Ar a verstärken, oder auch kompensieren bzw. umkehren kam 
er =. © (vgl. Sn Nr. 6). Eine Erklärung für ihn kann ich nicht 
geben. 
4 Rape 2 Die Größe des Gesamteffektes (Differenz zwischen Spalte 7 


und 8) ist entschieden abhängig davon, ob Metalle mit großem 
oder kleinem Ausdehnungskoeffizienten kombiniert werden, 
Denn die größten Gesamteffekte treten bei den Metallen von 
starker Ausdehnung auf, während die mit kleiner Ausdehnung 
auch kleinere Differenzen zeigen. Dieser Umstand ist für die 
Bewertung der Versuche mit den sich wenig ausdehnenden 
Metallen, besonders Ir, günstig. 


ai" 


21. Daß der aus der Sonderbewegung der Gehänge 
stammende Fehler durch Mittelnahme von Spalte 7 und 8 
eliminiert wird, kann bei der Unbekanntschaft mit der Ursache 
dieses Effektes nicht bewiesen, sondern nur daraus geschlossen 
werden, daß die für das gleiche Metall und Temperaturintervall 
geltenden Zahlen in Spalte 9 konstant sind. Hier treten nur 
beim Zinn größere Abweichungen auf, nämlich in Nr. 5 und 
zwischen Nr. 7, 8 und 9. Diese drei letzten Versuche stimmen 
Be nicht nur unter sich mäßig überein (man könnte zur Erklärung 
vielleicht anführen, daß zwischen Nr. 8 und 9 die eine lose 
gewordene Spiegelstange festgeschraubt und an den Stangen 
selbst gebogen worden war), auch ihr Mittelwert ist kleiner, 
als man ihn aus den Vergleichsmessungen Sn—Pt und Pb—Pt 
erwartet. Die Beobachtung (Tab. 13, Spalte 11) ergibt nämlich 
für C. im Mittel 


während die direkte Vergleichung (Zinn Nr. 7—9) ergibt , 
&sn — = — 1,94.10-%. 


Unterschied von 0,46.10-°® auf die drei 
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Beobachtungen gleichmäßig, so hat man @, bzw. Zu, um 
0,15.10° zu vergrößern bzw. zu verkleinern und erhält 4 
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welche Zahlen ich als endgültig annehme. 

22. Aus dem vorigen ergibt sich, daß die beschriebene 
Methode nicht zu der Genauigkeit geführt hat, die man mit 
Interferenzmethoden und wohl auch mit mikroskopischer Ab- 
lesung erreichen kann. Dennoch halte ich meine Versuche 
der Mitteilung wert, da für die betreffenden Metalle und Tem- 
peraturbereiche sonst nur wenige Beobachtungen vorliegen und 
da ich selbst vorläufig verhindert bin, die Versuche nach einer 
besseren Methode zu wiederholen. Auch die beschriebene 
Methode halte ich übrigens für verbesserungsfähig. 

Die Genauigkeit der in Spalte 11 von Tab. 13 gegebenen @ 
schätze ich auf etwa 1 Proz., wobei die am Schluß von 20. 
gemachte Bemerkung in Betracht gezogen wird. 


Die Ausnahmestellung von Zink, Cadmium, Zinn. 


23. Die gefundenen Ausdehnungskoeffizienten sowohl, wie 
ihre Veränderlichkeit mit der Temperatur entsprechen für Mg, 
Sb, Ir, Au, Pb, Bi wesentlich der Erwartung. Dagegen wird 
für Sn sonst ein kleineres (etwa &,, = 23. angegeben.) 
Viel auffallender aber ist das abnorme Verhalten des hier 
untersuchten Zinkstabes. 

Käufliches Zink hat etwa?) &,, = 30.10° und zeigt 
starke thermische Nachwirkung. Für reines Zink sind, wie 
schon früher?) gefunden wurde, Ausdehnung und Nachwirkung 
geringer (&y,, = 26,3.10—%). Das Zink von Tab. 13 ist aus 
gleichem Guß, wie Jaeger-Diesselhorsts Zink II‘), besitzt 
auch, wie ich mich überzeugt habe, dieselben elastischen Eigen- 
schaften und darf daher, wie Zink II, als „rein“ bezeichnet 
werden. Sein Ausdehnungskoeffizient wurde geringer gefunden, 
als je zuvor, dessen Veränderlichkeit mit der Temperatur größer, 


1) Vgl. auch H. G. Dorsey, Phys. Rev. 25. p. 88. 1907. 

2) F.Kohlrausch, l.c, Tab. 11. 

3) M. Thiesen, K.Scheel u. L. Sell, Wiss. Abh. d. Phys.-Techn, 
Reichsanstalt 2. p. 75. 
4) W. Jaeger u. H.Diesselhorst, ..p.818, 
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war sehr klein und konnte nicht mit Sicherheit verfolgt werden, 

Man muß nach dem Gesagten annehmen, daß schon ge. 
ringe Beimengungen fremder Stoffe oder andere scheinbar 
geringfügige Ursachen eine derartige Strukturänderung des 
Zinks bewirken können, daß große Schwankungen in den mit 
der thermischen Dilatation zusammenhängenden Eigenschaften 
auftreten. Daß sich dieser Einfluß auch auf die elastischen 
Eigenschaften erstreckt, habe ich früher gezeigt.') Die Zu- 
sammenstellung meiner Beobachtungen mit denen von Voigt 
(Tab. 14) gibt ein klares Bild davon, wie die Verringerung des 
elastischen Widerstandes mit der Vergrößerung des Aus- 
dehnungskoeffizienten parallel geht. 


Tabelle 14. 
Elast.-Modul E 
Ausdehnung 
| Voigt | 00 = 85.1078 10300 
Reichsanstalt = 1T 13000 
Voigt 7070 
Reichsanstalt | üw,=42 „ 5100 


24. Ähnlich wie Zink verhält sich Cadmium. Ich habe 
an dem Jaeger-Diesselhorstschen Stabe?), der als „rein“ 
bezeichnet wird, da nicht mehr als 0,05 Proz. Pb, Zn, Fe 
gefunden wurde, nur Vorversuche über seine thermische Aus- 
dehnung gemacht, die deshalb nicht als endgültig anzusehen 
sind, weil die Vertauschung der miteinander verglichenen Stäbe 
in der Versuchsanordnung nicht stattgefunden hat (vgl. 19). 
Ich fand aus der Kombination 


Sn 
Pb 
(ca) » “= 45,3. 


bad @ = 41,7. 


1) E. Griineisen, Ann. d. Phys. 22, p. 848. 


als bei irgend einem anderen Metall. Die thermische Nachwirkung 
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Diese Zahlen kénnen noch Fehler enthalten, welche der 


n 
a halben Differenz von Spalte 7 und 8 in Tab. 13 entsprechen. 
e- Da diese Differenz aber im tiefen Temperaturintervall er- 
ar fahrungsgemäß klein, im höheren Intervall nie größer war als 
es 1,7.107® (Sn Nr. 5), so kann man obigen Zahlen schon ent- 
Lit nehmen, daß der untersuchte Cd-Stab einen überraschend 
en großen Ausdehnungskoeffizienten besitzt, der mit abnehmender 
N Temperatur wahrscheinlich ansteigt. Es ist deshalb sehr wohl 
u- möglich, daß sich bei näherer Untersuchung in tiefer Tem- 
at peratur ein Maximum von «@ herausstellen würde, wie es 
es Dorsey’) für ein Zink von starker Ausdehnung festgestellt 
8- zu haben glaubt. 


Woher das abnorme Verhalten des Cd-Stabes rührt, woraus 
sich die großen Unterschiede gegen Voigts Zahlen (Tab. 14) 
. erklären, vermag ich wieder nicht zu sagen. Jedenfalls ist 
E der Parallelismus zwischen elastischer und thermischer Aus- 
dehnung ebenso vorhanden, wie beim Zink. 

25. Bei den endgültigen Versuchen (Tab. 13) habe ich 
den Cd-Stab nicht wieder vorgenommen, da eine genauere 
Untersuchung dieses Materiales wegen starker Nachwirkungs- 
erscheinungen mir nur dann lohnend erschien, wenn sie sehr 
umfassend hätte gestaltet werden können. Dazu «ber schien 


e mir die Versuchsanordnung nicht zweckmäßig zu sein. 

p Der Cd-Stab zeigte nicht nur eine bedeutende thermische 
e Nachwirkung im gewöhnlichen Sinne, die besonders in Zimmer- 
. temperatur beobachtet wurde, während in siedendem Wasser 
n die Beobachtungsverhältnisse ungünstig waren, sondern unter 
8 gewissen Bedingungen auch eine scheinbar ,,permanente“ De- 
| 


formation durch Temperaturänderung. Diese zweite Wirkung 
lagert sich über die normale, umkehrbare Dilatation, wenn 
der Stab nach starker Abkühlung (—183°) zum ersten Male 
von 18 auf 100° erwärmt wird, und sie bleibt bei darauf- 
folgendem, wiederholtem Durchlaufen des gleichen Temperatur- 
intervalles bestehen. Sie ist aber nur scheinbar permanent, 
denn erstens verliert sie sich, wenigstens zu einem großen 
Teile, bei 18° in hinreichend langen Zeiträumen, wie ich durch 
mehrtägige Verfolgung des Vorganges festgestellt habe, zweitens 


1) H.G. Doreey, Phys. Rev. 27. p. 1, 1908. ar 
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aber geht sie bei Abkühlung bis —183° schnell zurück, wie 
daraus hervorgeht, daß die erste Abkühlung (1%/_ ,,) eine 
mehrere Prozent stärkere Dimensionsänderung gibt als die 
darauffolgenden Temperaturänderungen in diesem Intervall, 
Geht man danach wieder auf das Intervall ?°/ ,, über, so er- 
scheint bei der ersten Erwärmung die „permanente“ Dehnung 
im Betrage von etwa 8 Proz. der Ausdehnung ('?/, ,,) von neuem. 

Die -in 24. gegebenen Zahlen beziehen sich auf die rasch 
eintretenden Dilatationen, welche nach mehrfachem Durch- 
laufen des betreffenden Temperaturintervalles —— 


Ergebnis von Abschnitt II. 


26. Nach den in 23. bis 25. gegebenen Ausführungen ist 
die Ausnahmestellung von Zn und Cd gegenüber den anderen 
Metallen zweifellos. Man kann von ihrer thermischen Aus- 
dehnung überhaupt nicht als von einer dem Element eigen- 
tümlichen Eigenschaft sprechen, wenigstens vorläufig nicht. 
Wahrscheinlich gilt dasselbe auch vom Zinn (vgl. 23. am Ein- 
gang. Nun hat Sn mit Zn und Cd die Eigenschaft gemein, 
bei der Abkühlung auf —183° und folgender Erwärmung zu 
knistern. Bei Zn hat das ziemlich laute Geräusch einen mehr 
klingenden Charakter, wie fernes Schellengeläute. Mir scheint, 
daß diese Geräusche eine diskontinuierliche Veränderung des 
Materials!) bei Temperaturänderung deutlich verraten und damit 
eine Ausnahmestellung gegenüber den Metallen mit stetig ver- 
laufender Dilatation wahrscheinlich machen. In ähnlich dis- 
kontinuierlicher Weise können nach meiner Auffassung irgend- 
welche geringfügige Ursachen tiefgreifende Strukturänderungen 
bewirken, infolge deren sich Ausdehnungskoeffizient und 
elastischer Widerstand stark verändern, während z. B. die 
spezifische Wärme so gut wie unbeeinflußt bleibt. Aus diesem 
Grunde sind Zn, Cd und Sn bei Betrachtungen über Gesetz- 
mäßigkeiten, in welche thermische oder elastische Dehnung 
eingeht, von vornherein auszuschließen oder wenigstens be- 
sonders zu behandeln. 

27. Bei Mg, Sb, Ir, Au, Pb, Bi trage ich jedoch vor- 
läufig kein Bedenken, die Thiesensche Exponentialformel 


1) Vgl. H. G. Dorsey, Phys. Rev, 25. p. 102. 1907; 27. p. 5. 1908, 
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geringen Extrapolationen zu benutzen. Daß man unter Um- 
ständen auch mit Erfolg weit extrapolieren kann, sieht man 
aus dem Beispiel des Iridiums in 10. Andererseits halte ich 
gerade bei den weichen Metallen größere Abweichungen von 
der Exponentialformel für möglich. 

In Tab. 15, p. 60 sind die nach jener Formel auf die Inter- 
valle ~'°°/,, und !7/,.. umgerechneten mittleren Ausdehnungs- 
koeffizienten, sowie die wahren Ausdehnungskoeffizienten bei 18° 
für alle in dieser Abhandlung besprochenen Metalle, nach dem 
Atomgewicht A geordnet, zusammengestellt, außer für Zn, Cd 
und Sn. Zugefügt sind die Konstanten der Formel selbst, 
yund e, das Atomvolumen »v, die absolute Schmelztemperatur 7, 


und eine Größe 
er’ 
von der im nächsten Abschnitt die Rede sein wird. 
Die Zusammenstellung zeigt zunächst die bekannte Tat- 
sache, daß der Ausdehnungskoeffizient (z. B. bei 18°) bis zu 
einem gewissen Grade „periodische“ Funktion des Atom- 
gewichtes (im Lothar-Meyerschen Sinn) ist, mit der Be- 
sonderheit, daß Sb und Bi ihrer Stellung in der Atomgewichts- 
reihe und ihrer großen Kompressibilität entsprechend!) zwei- 
bis dreimal größere Ausdehnungskoeffizienten erwarten lassen 
würden. Die Ausnahmestellung von Sb und Bi trifft also nur 
die thermische Ausdehnung, nicht auch die Volumelastizität, 
hat also, wie es scheint, einen anderen Charakter als die von 
Zn, Cd und Sn. 

Tab. 15 zeigt weiter, daß auch der Exponent &, welcher 
die Änderungsgeschwindigkeit des Ausdehnungskoeffizienten 
mit der Temperatur kennzeichnet, sich als „periodische“ Funk- 
tion des Atomgewichts darstellt, deren Maxima mit den Minima 
des Ausdehnungskoeffizienten zusammenfallen und zwar in die 
Nähe der Minima des Atomvolumens. Für Sb und Bi fügen 
sich die s-Werte in die Reihe der übrigen ein, sind jedoch 
auffallend niedrig. 


1) Vgl. Th. W. Richards, Zeitschr. f. physik. Chem. 61. p. 183, 


1907; E. Griineisen, Ann. d. Phys. 26. p. 398. 1908 
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Thermische Ausdehnung der Metalle. 


II. Thermische Ausdehnung und Schmelztemperatur der Metalle. 


28. Da thermische Ausdehnung und Schmelzen eines 
festen Körpers beide so aufgefaßt werden können, daß die 
Zunahme der kinetischen Energie der Molekularbewegung den 
durch die Molekularattraktion gebildeten Zusammenhang der 
Materie lockert, so hat man zwischen Ausdehnungskoeffizient 
und Schmelztemperatur schon wiederholt gesetzmäßige Be- 
ziehungen zu formulieren gesucht. Ich halte dergleichen Ver- 
suche für nicht sehr aussichtsvoll und möchte deshalb zeigen, 
wie sich alle Beziehungen schließlich auf die bekannte Er- 
scheinung beschränken, daß nicht allein die einzelnen Eigen- 
schaften, sondern auch ihre Kombinationen periodische Funk- 
tionen des Atomgewichts sind. 

In Fig. 3 ist als Ordinate die Verlängerung eines Metall- 
stabes (zwischen 0 und 7° abs.) aufgetragen, welcher beim 
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_ des Schmelzpunktes 7° des betreffenden Metalles. Die Ordi- 
nate ist berechnet nach der Exponentialformel (1) mit den in 
Tab. 15 verzeichneten Konstanten. Es ist dabei vernach- 
lässigt, daß sich dort y auf die Länge 1 bei 0° C., nicht bei 
0° abs. bezieht. Nach Einführung der Schmelztemperatur 7 
_ geht jene Formel über in 


wo 41 die Verlängerung des Stabes zwischen 0 und 7° abs, 
 U=yT,)+: eine Konstante des Metalles ist, deren Zahlenwert 
in Tab. 15 angegeben ist. Sie bedeutet den extrapolierten 
Wert der Verlängerung des Stabes vom absoluten Nullpunkt bis 
zum Schmelzpunkt. 

Die Kurven sind nur für sechs Metalle gezeichnet worden, 
um ihre Übersichtlichkeit nicht zu trüben. Denn es zeigt 
sich, daß sie zum Teil sehr nahe zusammenfallen würden. 
Durch die Unsicherheit der Extrapolation nach dem absoluten 
Nullpunkt hat jede Kurve möglicherweise eine fehlerhafte 
Parallelverschiebung in Richtung der Ordinaten erlitten. Dieser 
Fehler kann aber nur klein sein und das Gesamtbild der 
Kurven nicht wesentlich ändern. Diejenigen Teile der Kurven, 
welche beobachtete Punkte verbinden, sind ausgezogen, die 
anderen gestrichelt. Bei Al und Ni sind die gestrichelten 
Kurven von tiefen Temperaturen aus so extrapoliert, als ob 
keine Unregelmäßigkeit in der Ausdehnung einträte. Wie 
wenig sie dadurch gegen die Beobachtungen verschoben werden, 
sieht man an den oberhalb der Umwandlungstemperaturen be- 
obachteten Punkten, die in der Zeichnung wieder durch aus- 
gezogene, der Formel entsprechende Kurvenstücke verbunden 
sind. Sie verlaufen dicht oberhalb der extrapolierten Kurven, 
welche also den allgemeinen Charakter der wahren Ausdehnungs- 
kurven richtig darstellen. 


> 
f 


Wir wollen diejenigen absoluten Temperaturen der Stäbe, 
welche demselben Abszissenwerte 7/7‘ entsprechen, als korre- 
spondierende Temperaturen bezeichnen. Da die Tangente des 
Neigungswinkels der Kurven durch 7 (dl/dT) gegeben ist, also 
durch das Produkt aus Schmelztemperatur und Ausdehnungs- 
koeffizient, so folgt, daß dies Produkt für verschiedene 


Meta 
wird 
fielen 
Fall, 
mute 


Form 
lutem 
in T: 
ist, 

Sie e 
Grup 
selbe: 
halb 
der ] 
Pd, 

Form 


Expo 
wand 
gepri 
polie: 
der 
offen: 
polat 
die 
Thie 
kaun 
liche: 


inde: 
ist 
auf 
die } 


der 


. 
> % 
> 4 
4 
ARS 
Er 
a 
= 
= 


Thermische Ausdehnung der Metalle. 


Metalle bei korrespondierenden Temperaturen konstant sein 
würde, wenn die Kurven der betreffenden Metalle zusammen- 
filen oder parallel verliefen. Das ist wohl vereinzelt der 
Fall, aber keineswegs allgemein, wie man früher bisweilen ver- 
mutet hat. 

Vielmehr zeigt sich, daß die (vorläufig nur nach Thiesens 
Formel berechnete) Gesamtdehnung der Metalle zwischen abso- 
lutem Nullpunkt und Schmelztemperatur (d. h. die Größe 4 
in Tab. 15) eine „periodische“ Funktion des Atomgewichtes 
ist, die sich allerdings verhältnismäßig langsam verändert. 
Sie erreicht für eine Reihe von Metallen, deren jedes je einer 
Gruppe nahe gleichen Atomgewichts angehört, etwa die- 
selben Werte, z. B. für Mg, Cu, Ag, Ir, nimmt aber inner- 
halb jeder Gruppe mit steigendem Atomgewicht ab. Die Lage 
der Maxima bzw. Minima bleibt vorläufig unbestimmt. Für 
Pd, Ag, Pt ergeben die in Abschnitt I aufgestellten je zwei 


Formeln etwas verschiedene M-Werte. 
lem «¢ 


Zusammenfassung. 


wr 


Fiir stetig sich ausdehnende Metalle ist die Thiesensche 
Exponentialformel dem wahren Ausdehnungsgesetz nahe ver- 
wandt, besonders in tiefen Temperaturen (bis —190° etwa 
geprüft. Ob sie jedoch bis zum absoluten Nullpunkt extra- 
poliert werden darf, ob also der Ausdehnungskoeffizient mit 
der Annäherung an diesen Punkt verschwindet, bleibt eine 
offene Frage. Man kann sich ebensogut eine solche Extra- 
polation der beobachteten Kurven in Fig. 3 vorstellen, bei der 
die Abszissenachse im Nullpunkt nicht tangiert wird, wie es 
Thiesens Formel verlangt, wie es aber in der Zeichnung | 
kaum ausgedrückt werden kann, sondern unter einem end- 
lichen Winkel geschnitten wird. cae 

Der Exponent « der Thiesenschen Formel bzw. die Ver- = 
änderlichkeit des Ausdehnungskoeffizienten mit der Temperatur 
ist eine periodische Funktion des Atomgewichts, deren Maxima — 
auf die Minima des Ausdehnungskoeffizienten fallen, also in 
die Nähe der Minima des Atomvolumens. 

Die (nach Thiesens Formel berechnete) Gesamtdehnung == 
der Metalle zwischen absolutem Nullpunkt und Schmez- 
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punkt ist ebenfalls eine periodische Funktion des Atom. 
gewichts, daher nur für einzelne Gruppen von Metallen 
nahezu gleich. 


Zink, Cadmium und wahrscheinlich auch Zinn nehmen %\ 
hinsichtlich der Eigenschaften thermischer und elastischer 
Ausdehnung eine Ausnahmestellung ein, die vielleicht in 
einer Neigung zu diskontinuierlicher Strukturänderung be 
gründet ist. 

(Eingegangen 16. Mai 1910.) 
An 
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4, Uber den Einfluß von Temperatur und Druck 2 
auf Ausdehnungskoeffizient 
und spezifische Wärme der Metalle; 
von E. Griineisen. 
(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt.) __ 


1. Früher!) habe ich darauf hingewiesen, daß das Ver- 
hältnis des linearen Ausdehnungskoeffizienten & zur spezifischen 
Wärme c, der Metalle nahezu unabhängig von der Temperatur 
ist. Geprüft werden konnte diese Beziehung damals nur nn 
Al, Fe, Ni, Cu, Pd, Ag, Ir und Pt, während für andere Mtale, 
insbesondere solche von großem Atomvolumen, die nötigen ae 
Beobachtungen fehlten. 

2. Hr. Thiesen?) machte jene Beziehung zum Ausgangs- 
punkt theoretischer Betrachtungen, indem er setzte Be 

c,=40, P= BO, 


wo 8(= Ov/OT) der kubische Ausdehnungskoeffizient, © nur 
Funktion der Temperatur 7 ist, 4 und B nur Funktionen des 
Druckes p sind. Durch die über die empirische Beziehung 


funktion © N Es ergibt sich nämlich 


wo 7 die absolute RER é eine von Temperatur und ~ 
Druck unabhängige Konstante bedeutet, für welche gelten muß 


(3) 


Hr. Thiesen zeigte, daß das für Platin vorliegende Beob- 
achtungsmaterial sich durch die Formeln (1) und (2) ziemlich 
gut darstellen läßt, wenn man & = 0,18 setzt. 


A 


1) E. Greediows, Ann. d. Phys. 26. p. 211. 1908. Pr 

2) M. Thiesen, Verh. d. Deutsch. Physik. Ges. 10. p. 410 und ms PAR 
604. 1908. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 33. 
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Unter den Bemerkungen, welche Hr. Thiesen an diese 
Mitteilung anschließt, findet sich die, daß wahrscheinlich die 
Gleichungen (1) und (2) „den Charakter eines Grenzgesetzes 
haben, das für das eine Ende der Zustandsgleichung, den 
Zweig, der den bei sehr tiefen Temperaturen stabilsten Zu- 
stand darstellt, gilt‘. 

3. In einem späteren Aufsatze?) hat dann aber Hr. Thiesen 
ausgesprochen, daß man bei „kritischer Behandlung“ des Beob- 
achtungsmaterials zu der Überzeugung gelange, daß der von 
mir ausgesprochene Satz „nicht richtig“ sei, daß der Aus- 
dehnungskoeffizient ‚meist viel schneller“ wachse, als die 
spezifische Wärme, und daß es scheine, als seien damit die 
Grundlagen für die Formeln (1) und (2) vollständig zusammen- 
gebrochen. Gegen die Richtigkeit der Exponentialformel für 
die spezifische Wärme spräche auch ihre Unvereinbarkeit mit 
dem Gesetze von Dulong und Petit. 

Da Hr. Thiesen bei dieser Gelegenheit kein Zahlen- 
material veröffentlicht hatte, und ich mir nicht bewußt war, 
das von mir gesammelte unkritisch verwertet zu haben, so 
konnte ich mich von der Unrichtigkeit der von mir aus- 
gesprochenen Beziehung nicht überzeugen, zumal ihr der 
Charakter einer nur angenäherten Gesetzmäßigkeit von vorn- 
herein zugesprochen war. Gegen die Möglichkeit einer Konstanz 
von a/c, bzw. A/c, in hoher Temperatur das Dulong-Petit- 
sche Gesetz anzuführen, scheint mir die Lösung der Frage 
nicht zu fördern, da es sich doch gerade um dessen experi- 
mentellen Beweis handelt. Unter diesen Umständen lag mir 
daran, an erweitertem Beobachtungsmaterial die Frage von 
neuem zu prüfen, und hierzu glaube ich jetzt in der Lage 


zu sein. 
Einfluß der Temperatur auf « und c,. 


4. Hr. Thiesen hat bereits mitgeteilt), daß seine Formel (1) 
die Abhängigkeit der spezifischen Wärme von der Temperatur 
in den beobachteten Intervallen für die meisten Körper im 
großen und ganzen darstellt und sich für Extrapolationen den 


1) l.c. p. 417. 
2) M. Thiesen, Verh. d. Deutsch. Physik. Ges. 10. p. 947. 1908. 
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bisher angewandten Potenzreihen weit überlegen erweist. Ent Si 
sprechendes habe ich!) für seine Formel (2) zur Darstellung Ei PER 
thermischen Ausdehnung vor kurzem an einer Reihe von ea 
Metallen nachgewiesen. Die Formel war besonders in tiefer £ 
Temperatur gut brauchbar. Ein Vergleich der Exponenten & 
beider Formeln läßt sich jedoch vorläufig noch nicht durch- 
führen, da Hr. Thiesen sein Zahlenmaterial noch nicht 
veröffentlicht hat. Im folgenden soll deshalb die Beziehung 
af const. unmittelbarer geprüft werden. ¥ 
. Um mich von jeder Hypothese über das die Verander- __ 
von und c, beherrschende Temperaturgesetz frei zu 
halten, habe ich mich darauf beschränkt, nur direkt beobachtete 
Größen, nämlich die mittleren Ausdehnungskoeffizienten @ und „. i 
mittleren spezifischen Wärmen ©, miteinander zu vergleichen, 2 
und zwar nur für die Intervalle ~'%/,, und 1"/,..° C., wo sie 
jetzt vielleicht am besten bekannt sind, und wo außerdem die 
starke Änderung mit der Temperatur die Prüfung der Be- 
ziehung interessanter macht, als in höherer Temperatur. 

Für die & ist das durch meine eigenen Messungen gegen 
früher vermehrte Zahlenmaterial bereits in dem oben erwähnten 
Aufsatz?) zusammengestellt worden. Da Zinn, Zink und 
Cadmium, wie dort gezeigt wurde, hinsichtlich aller die ther- 
mische Ausdehnung betreffenden Beziehungen eine Ausnahme- 
stellung einnehmen, so sind diese drei Metalle auch bei den 
folgenden Betrachtungen fortgelassen. Es kommen also gegen 
früher neu hinzu nur Magnesium, Antimon, Gold, Blei und 
Wismut. Die & mögen auf etwa 1 Proz. richtig beobachtet sein. 

Für die ©, ist das Zahlenmaterial durch einige jüngst 
veröffentlichte Versuchsreihen von Richards-Jackson?), 
Schimpff*) und Nernst°) wesentlich vermehrt und sicherer 
gestellt worden, wenn auch zum Teil noch ziemlich große Un- 
sicherheiten bestehen bleiben. Da es für den Außenstehenden 
nicht leicht ist, die zuverlässigsten Beobachtungen auszuwählen, 


ay 


1) E. Griineisen, Ann. d. Phys. 33. p. 33. 1910. 

2) Zitat 1) Tab. 15. 

3) Th. W. Richards u. F.G. Jackson, Zeitschr. f. phys. Chem. 70. 
p. 414, 1910. 
4) H. Schimpff, Zeitschr. f. phys. Chem. 71. p. 257. 1910, 4 
5) W. Nernst, Berl. Ber. 1910. ds 262. er 
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A 
Mittlere 


Temp.- 


| 
Tilden | Schmitz Schimpff 


| 

-100,, 08046 | 0,20 
17/60 0,2475 

190), ‚172 , 0,1696 0,1% 
0,2173 


Intervall 


Magnesium 


Aluminium 


0,0854 
0,110 

0,1088 | 

—190), 0,0786. 0,07% 

0,0925 


Nickel . 


Kupfer 


-10,, | 0,0515 
Palladium 


Silber . 


‚05 0,0560 
—190/ 0472 500450 | 0,0468 
0,0503 


Antimon 


in 17 
Iridium 


long 0,0309s 

—190/ | 0,0286 0,0300 


Gold . 


Blei. 


Wismut 


| 
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1) Von Tilden interpoliert. 1) M 


a Einfluß von 


Mittlere spezifische Wärmen. 


Jaeger 
und 
Diessel- 
horst 


Giebe Nernst 


0,0324 


0,0326 


0,0310: 


0,0311 


0,0297 


Zahlen für drei verschiedene Eisensorten. 


Brunner 


Voigt 


0,0928 


0,0310 


0,03193 
0,0290 
0,0810 
0,0294 
0,0309 
0,0285 
0,0301 
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so habe ich in Tab. 1 aus den neueren Stiles Mittel. 
zahlen gebildet. Die Versuche von Tilden’), Schmitz?) und 
Schimpff umfassen die beiden genannten 
die von Behn?), Giebe*) und Richards-Jackson erstrecken 
sich nur auf das tiefe Intervall, es sind deshalb für das hohe 
noch Versuche von Jaeger-Diesselhorst®), Brunner 4, 
Gaede") und Voigt*) zugezogen. Die Zahlen von Behn, 
Tilden und Richards- Jackson sind mittels der Exponential- 
formel auf das Intervall "1%/ umgerechnet worden. 

In Rücksicht auf die recht erheblichen Differenzen zwischen 
den Zahlen der einzelnen Beobachter müssen selbst bei den 
Mittelzahlen zum Teil noch Unsicherheiten von einigen Prozent 
für möglich erachtet werden, z.B. beim Nickel, Antimon, Platin, 
Gold, Wismut, wobei es dahingestellt bleiben mag, ob es sich 
mehr um Versuchsfehler oder Verschiedenheiten des Materials 
handelt. 


6. In Tab. 2 sind nun die Zahlen für @ und 7, vereinigt, 
und man sieht: die Quotienten @/¢, besitzen einen innerhalb der 
möglichen Versuchsfehler von der Temperatur unabhängigen Wert, 
Mit derselben Einschränkung ergeben sich die Quotienten 
und welche ein Maß für die Ände- 
rungsgeschwindigkeit von « und c, mit der Temperatur bilden, 
als gleich groß. Berücksichtigt man, wie verschieden diese 
Quotienten für verschiedene Metalle sind, so kann man an 
einer nahen Verwandtschaft zwischen « und c, binsichtlich 
ihres Temperaturkoeffizienten wohl nicht mehr zweifeln. 


1) W. A. Tilden, Phil. Trans. A. 201. p. 37. 1903; 203. p. 139. 
1904. 
2) H. E. Schmitz, Proc. Roy. Soc. London 72. p. 177. 1903. 
3) U. Behn, Wied. Ann. 66. p. 237. 1898; Ann. d. Phys. 1. 
p. 257. 1900. 
4) E.Giebe, Inaug.-Diss. Berlin 1903; Verh. d. Deutsch. Physik. 
Ges. 5. p. 60. 1903. 
5) W. Jaeger u. H. Diesselhorst, Wiss. Abh. d. Phys.-Techn. 
Reichsanst. 3. p. 269. 1900. 
6) R. Brunner, Inaug.-Diss. Zürich 1906. 
2,8 7) W. Gaede, Inaug.-Diss. Freiburg i. Br. 1902. De 
8) W. Voigt, Wied. Ann. 49. p. 709. 1893. fis 


+ 


= 
ine 
er: 
| 
4 
; 
: 
A 
Br. 


Tabelle 2. 


Magnesium. 


1 100 m bzw. Cy 
&.10° = | 21,8 26,1 ° 1,225 
= | 0,206s 0,2485 1,202 
+108 = 103 | 105 | 
P Wa. 
Aluminium 
@.10° = | 18,45 22,83 — 1,287 ‘hes 
,= 0,170: 0,2160 1,265 
.10° = | 108 106 
Eisen 
@.10° = 9,07 | 11,89 1,811 
z, = | 0,0851 0,112 1,316 
107 106 
Nickel. 
@.10° = 10,21 13,35 
0,084 0,1094 
110% = 121 122 | 
Kupfer 
10° = 14,18 16,36 ae 
0,079: 0,0980 1,176 


@.10°= | 10,27 11,88 
| 0,0520 0,0601 1,156 


| 198 | 198 
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Tabelle 2 (Fortsetzung). 
Silber. 


Verhältnis der 


—190/,,0 
& bzw. 


17,12 18,90 1,104 
0,0512 0,0559 1.092 


334 338 


Antimon. 
10,22 
0,0463 


221 | 
Iridium. 


0,0324 


1,124 
1,118 


13,16 
0,029 


454 


27,0 
0,0294 


@ 


€ 


| 


2 
10° 
| schn: 
@.10° = | | 1,158 
=| 09: | 1,158 
—.10 = 202 | 
@.10° = 8,01 9,00 gele; 
‘We a | | hang 
43 ” | 279 | 232 unte 
kom 
. 
@.10° = 14,81 | 1,087 
| 
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Tabelle 2 (Fortsetzung). ae 
Wismut. 
| Verhältnis der q 
—190 0 17 0 
4 4= | li bzw. 2, 
= 6 | 
@.10°= | 12,97 13,45 1,037 4 
= || 0,0285 0,0301 | 1,056 
a | 
= -10°= 455 447 | 2 
ep 


Die Zahlen von Tab. 2 würden sogar der Annahme einer 
völligen Konstanz von @/c, nicht widersprechen, da in einigen 
Fällen « (z. B. bei Pb), in andern c, (z. B. bei Sb und Bi) 
schneller mit der Temperatur zu wachsen scheint. Doch ist 
eine ganz strenge Beziehung unwahrscheinlich. Man vergleiche 
die @/c, in höheren Temperaturen. ') 


A 


Einfluß des Druckes auf die thermische Ki 


7. Wenn nun sowohl die Beziehung «/c, = const. als auch 
die daraus hergeleiteten Thiesenschen Formeln, wenigstens 
in tiefer Temperatur, sich als annähernd gültig erweisen, so 
muß man annehmen, daß auch die der Ableitung zugrunde  _- 
gelegte Voraussetzung — © bzw. & unabhängig vom Druck — 
annähernd erfüllt sei. Wir können diese Voraussetzung unab- 
hängig vom vorigen prüfen, indem wir das Ausdehnungsgesetz 
unter anderem Druck ermitteln, oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, die kubische Kompressibilität x bei verschiedenen 
Temperaturen bestimmen. 

Hierfür liegen bereits Versuche vor. Lussana?) fand 
für Zinn und Cadmium eine verhältnismäßig sehr kleine Ände- 
rung von x mit der Temperatur, nämlich 


t= 90° 105° 156° 170° 
für Zinn . . . . *.10°=2,70 2,77 2,81 2,88 
11,5° 99° DR 
für Cadmium . . . x.10% = 2,88 2,99 a pa 
- - bak 


1) E. Griineisen, Ann. d. Phys. 26. p. 211. 1908, 
2) S. Lussana, Il nuovo Cim. (5) 7. p. 355. 1904. 
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Hieraus würde sich für die Temperaturfunktion © der 
thermischen Ausdehnung eine sehr geringe Änderung mit dem 
Druck ergeben. Erheblich größer ist nach den Versuchen 
von Protz!) der Temperatureinfluß auf die Kompressibilität 
von Kalium und Natrium. Protz findet, daß sich x nahezu 
linear ändert zwischen etwa 1° und 90°C., und zwar um 20 
bzw. 16 Proz. Beim Schmelzpunkt des Kaliums entsteht ein 
schwacher Knick in der x, ¢-Kurve. Auch diese Versuche 
lassen noch keinen großen Einfluß des Druckes auf die Funk- 
tion © erwarten. Doch möchte ich K und Na vorläufig ganz 
außer Betracht lassen, da für sie die Beziehungen, um die es 
sich hier handelt, in keiner Weise geprüft worden sind. 

8. Vor kurzem habe ich selbst nach der Methode von 
Mallock?) Kompressibilitätsmessungen bei verschiedenen Tem- 
peraturen an Rohren aus Al, Fe, Cu, Ag, Sn, Pt und Pb an- 
gestellt, über die ich nächstens ausführlicher berichten werde, 
Für den vorliegenden Zweck genügt es, einige Resultate an- 
zugeben und über die Methode selbst folgendes zu bemerken. 
Man mißt die Verlängerung eines durch Innendruck defor- 
mierten zylindrischen Rohres und setzt bei der Berechnung 
voraus, daß, wie die Elastizitätstheorie verlangt, jene Ver- 
längerung proportional der kubischen Kompressibilität ist. Je 
besser das Material die in der Theorie vorausgesetzten Be- 
dingungen vollkommener Elastizität und Isotropie erfüllt, um 
so zuverlässiger wird die aus den Beobachtungen berechnete 
Zahl tatsächlich der Kompressibilität des Materials entsprechen. 
Vermutlich werden daher die an weichem, oder in hoher Tem- 
peratur weich gewordenem Material nach dieser Methode ge- 
fundenen Zahlen kritischer anzusehen sein, als die an hartem 
oder bei Abkühlung auf —190° hart gewordenem Material. 
Ich werde an anderer Stelle hierauf näher eingehen und vor- 
läufig die für das Sn- und Pb-Rohr beobachteten Zahlen, die 
für Sn einen sehr viel größeren pe genen auf x er- 


zurückstellen. 


1) L. Protz, Inaug.-Dissertation Marburg 1909; Ann. d. Phys. 31. 
p. 127. 1910. 


2) A. Mallock, Proc. Roy. Soc. London 74. p. 50. 1904. 
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Meine Messungen erstreckten sich fiir Fe, Ag, Cu, Pt auf 
das Gebiet von —190 bis etwa +165°C., fir Al von —190 
bis +124°% Die Ergebnisse sind in Tab. 3 vereinigt. 

Was mit Sicherheit aus den Zahlen gefolgert werden kann, 
ist dies, daß in tiefer Temperatur die Kompressibilität sich 
sehr wenig mit der Temperatur ändert, beim Fe, Cu, Pt etwa 
ebenso, beim Al und Ag sehr viel weniger als Elastizitäts- 
und Torsionsmodul.!) In höherer Temperatur bleibt der Ein- 


fiuß klein beim Pt, er wächst bei den übrigen Metallen um — 


so beschleunigter, je niedriger der Schmelzpunkt liegt. Ob 
hier die beginnende Erweichung des Materials die Mallock- 
sche Methode bereits unzuverlässig macht und einen größeren 


Temperatureinfluß auf die Kompressibilität vortäuscht, als er 


in Wirklichkeit vorhanden ist, muß späterer Entscheidung vor- 
behalten bleiben. 

| 
t= —190° +17° +100° 
| 
1,32 1,46 10) 
ve 

0,606 0,683 — 
gente ¥ wah 

0,71s 0,773 0,80: 


“th 
0,709 0,763 
0,374 0,392 


annehmen und den Einfluß des Druckes p auf die mittleren 
linearen Ausdehnungskoeffizienten und berechnen. 
Man bilde die Differenzen }(x,, — x,), multipliziere sie mit 
p/(,—t,) und subtrahiere die erhaltenen Zahlen von &,,.,. So 
ergeben sich z. B. bei einem Druck von 1000 kg/cm?, eine 


bis dahin vom Druck unabhängige Kompressibilität voraus- a 


gesetzt?), die in Tab. 4 verzeichneten mittleren Ausdehnungs- 
koeffizienten. 


1) Vgl. Cl. Schaefer, Ann. d. Phys. 5. p. 220. 1901. 


2) Vgl. P. W. Bridgman, Proc. Amer. Acad. 44. p. 255. 1909. | 2 


0,393 
9. Vorläufig wollen wir die Zahlen von Tab.3 als richtig 
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Tabelle 4. 


woe 


| 


18,45 
18,22 
9,07 
9,03 
14,18 
14,09 


17,12 
17,08 


Q 


> 


8,01 


— 


10 


Gy 


22,83 
21,87 


11,89 
11,82 


16,36 
16,25 


18,90 
18,67 


9,00 


7,981 8,976 


In der letzten Spalte ist vermerkt, wie viel Anderung 
‘der früher 1) ermittelten s-Werte durch die Druckerhöhung 
von 1000 kg/cın? eintreten würde. Sie ist beim Fe, Cu, Pt 
so klein, daß man wohl sagen darf, die Thiesensche Voraus- 
setzung — & unabhängig vom Druck — sei gerechtfertigt. 
Beim Ag und Al hängt e, wenigstens in höherer Temperatur, 
schon merkbar vom Druck ab. Es wäre also denkbar, daß 
das Versagen der Thiesenschen Exponentialformel für Ag?) 
in höherer Temperatur hiermit zusammenhängt. Wo für Al 
die Formel tatsächlich zu gelten aufhört, läßt sich nach meiner 
früheren Mitteilung erst durch weitere Ausdehnungsbeobach- 
tungen feststellen. Sollte sich der am Ende von 8. ausge- 
sprochene Verdacht bestätigen, so würde der Einfluß des 
Druckes auf « noch geringer ausfallen, als in Tab. 4. 

10. Die Beobachtungen über den Einfluß des Druckes 
auf die thermische Ausdehnung ergeben also vorläufig, daß 
die Thiesensche Voraussetzung für die Formeln (1) und (2) 
— © unabhängig vom Druck — um so besser erfüllt ist, je 
höher das Metall schmilzt. Es bestätigt sich die Vermutung 
Thiesens, daß die genannten Formeln nur den Charakter 
eines Grenzgesetzes haben können, das für age 


1) E. Griineisen, Ann. d. Phys. 33. p. 33. 1910. 
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die hinreichend tief unter dem Schmelzpunkt liegen, ein Er- 
gebnis, welches im wesentlichen auch bei der unmittelbaren 
Prüfung der Exponentialformel an der Erfahrung erhalten 
wurde. 

Um Mißverständnisse auszuschließen, sei hervorgehoben, 
daß die Gültigkeitsgrenzen der Beziehung a/c, = const. aus 
den vorigen Darlegungen nicht beurteilt werden können, sondern 
nur die der daraus abgeleiteten Formeln (1) und (2). rare. 


Einfluß des Druckes auf die spezifische Wärme. 


11. Hr. Thiesen hat darauf hingewiesen, daß die be- 
kannte Gleichung der Thermodynamik te 


dc, _ 


nit Riicksicht auf die Exponentialformel (1) und (2) die ein- 


fache Form 
de, 
Op oT 
annimmt, wo v das spezifische Volumen ist. Daraus folgt für 
die relative Anderung der spezifischen Wärme mit dem Druck 
(= aT} 41,34’ 


Op ep 
wenn wir als Einheit für c, die spezifische Wärme des Wassers 
bei Zimmertemperatur, für p den Druck 1 kg/cm? annehmen. 
Da die Werte von e früher mitgeteilt sind, so steht nichts im 
Wege, den Druckeinfluß zahlenmäßig zu berechnen, wobei wir 


iu” 
setzen. So ergibt sich z. B. für Zimmertemperatur: ar 


|Aluminium Eisen Kupfer | Silber Platin 
= 


q 
| 
u be 
74, 
| 
% 
a 
| 
| 
© 
Py - | 
1 de — 
Cp dp kg 
| w 
1 6 | { - 
-10° x = = == 1,5 0,6 0,8 0,8 | 0,4 a an a 
i 
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Die Zahlen sind von gleicher Größenordnung wie die 
darunter gesetzten Kompressibilitäten x, d.h. Dichte und spezi. 
fische Wärme erleiden bei äußerer Druckerhöhung relative Ände- 
rungen gleicher Größenordnung.!) Die Abnahme der spezi. 
fischen Wärme ist jedoch stets kleiner als die Zunahme der 
Dichte. Das Verhältnis beider liegt etwa zwischen !/, und %,, 
Daß auch bei sehr viel größerer nicht elastischer Dichtednde. 
rung, hervorgerufen durch Bearbeitung und dergleichen, eine 
durch die Theorie von Richarz?) geforderte Änderung der 
spezifischen Wärme eintritt, hat W. Schlett®) an Platin und 
Nickel nachgewiesen. Er findet für Platin die relative Ande. 
rung von c, etwa gleich der von », für Nickel ist die von c, I 
etwa viermal größer als die von v. Soh yack as anomal 


Method 
= Zusammenfassung. die vo! 
> Masca 


Für stetig sich ausdehnende Metalle haben nach den bisher B chow 
vorliegenden Beobachtungen (bis — 190°) Ausdehnungskoeffizient 
und spezifische Wärme nahezu die gleiche Temperaturabhingig. 
keit. Diese muß daher in tiefer Temperatur, wo sie durch p. 102. 
den Druck nicht merkbar beeinflußt wird, durch Thiesens p 109. 
Exponentialformel annähernd gegeben sein, was die Erfahrung gemein 
bestätigt. 
Ob die Beziehung «/c, = const. bis in die Nähe des ab- # ig pit 
soluten Nullpunktes gilt, ist völlig ungewiß. Es könnte also 
statt der Thiesenschen Formel für die spezifische Wärme 
z. B. die aus der Einsteinschen Theorie‘) sich ergebende 
Abhängigkeit Platz greifen. I 


1) Hr. Thiesen hat |. ce. p. 414 diese Tatsache für Platin bereits bogen 
bemerkt und bei der Aufstellung einer Zustandsgleichung für Platin aus 
genutzt. 

2) F.Richarz, Wied. Ann. 48. p. 708. 1893; 67. p. 704. 1899; 
Sitzungsber. d. G. z. B. d. g. N. Marburg 10. p. 194. 1906. 
3) W.Schlett, Ann. d. Phys. 26. p. 201. 1908. 
4) A. Einstein, Ann. d. Phys. 22. p. 184 u. 800. 1907. 
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5. Über die Mascartsche einfache Methode _ 

zur Berechnung von Interferenzstreifen und ihre 
Anwendung auf die Beugungserscheinungen 

beim Regenbogen und Ultramikroskop; 

von Willy Möbius. lands 


Inhalt: Einleitung p. 79. — 1. Die Existenz der wirklichen Phasen- 
anomalie p. 82. — 2. Die mathematische Begründung der Mascartschen 
Methode p. 85. a) Die Anwendung des Huygensschen Prinzips auf 
die vorliegende Aufgabe p. 85. b) Herleitung des Grundgedankens der 
Mascartschen Methode aus Gleichung (5) p. 88. c) Formeln zur Be- 
rechnung der Phasenanomalie ö und der Amplitude F p. 90. d) Das 
Zonenprinzip p. 95. e) Die Anwendung des Zonenprinzips auf die Be- 
rehnung von ö und F p. 97. — 3. Berechnung der Phasenanomalie 
einer Sattelfläche, welche durch Rotation eines Kreisbogens entsteht 
p.102. — 4. Berechnung der Phasenanomalie einiger anderen Flächen 
p109. — 5. Der normale Wert der Phasenanomalie p. 114. — 6. All- 
gemeines über die Berechnung der Lage von Interferenzstreifen nach 
der Mascartschen Methode p. 116. — 7. Anwendung auf das Regen- 
bogenproblem p. 119. — 8. Anwendung auf die Beugungserscheinungen 
im Ultramikroskop p. 124. — 9. Zusammenfassung p. 131. Be 


fol 


Einleitung. 


Mascart verwendet zur Berechnung des Systems von 
Interferenzstreifen, welche man gewöhnlich als „den Regen- 
bogen und die überzähligen Bögen‘‘ bezeichnet, neben der Airy- 
schen Integrationsmethode mit gutem Erfolg noch die folgende 
einfache Methode.?) 

Dieses Streifensystem entsteht bekanntlich, wenn das Licht 
einer entfernten Lichtquelle, etwa der Sonne, auf einen Wasser- 
tropfen fällt, in den Tropfen eintritt und nach ein- oder mehr- 
maliger inneren Reflexion den Tropfen wieder verläßt. Die 
Wellenfläche der austretenden Lichtstrahlen ist eine Rotations- 
fläche; ihr Querschnitt, die Wellenlinie, besitzt einen Wende- 


1) E. Mascart, Traité d’Optique 1. p. 398. 1889 u. 3. p. 434. 1893. 
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punkt, die Wellenfläche also eine Wellenlinie, welche in diesem 
Falle ein Kreis ist. Das Vorhandensein einer Wendelinie auf 
einer Wellenfläche läßt das Auftreten von Interferenzstreifen 
in Richtungen, welche einer Wendenormale benachbart sind, 
schon von vornherein erwarten. Mascart bemerkte nun, daß 
man auch dann Interferenzstreifen erhält, wenn man nicht die 
Wirkung der ganzen Wellenfläche auf den Beobachtungspunkt P 
durch Integration berechnet, sondern nur die beiden Licht 
strahlen, welche von den zu beiden Seiten der Wendelinie 
liegenden Teilen der Wellenfläche nach dem Punkte P hin- 
laufen, miteinander interferieren läßt. Die beiden Lichtstrahlen 
sind lotrecht auf der Wellenfläche, die Fußpunkte werden Pole 
der Wellenfläche in bezug auf den Punkt P genannt. 

Die Rechnung ergibt nach dieser einfachen Methode mit 
großer Annäherung dieselbe Lage der Interferenzstreifen, wie 
nach der Integrationsmethode, nur in allernächster Nähe der 
Wendenormale ist die Übereinstimmung weniger gut. 

Es lag natürlich nahe, diese einfache Methode auch auf 
andere ähnliche Probleme anzuwenden. Dem stand aber zu- 
nächst noch eine Schwierigkeit entgegen. Es muß nämlich 
beim Regenbogenproblem von der Phasendifferenz der beiden 
Pole, welche aus der geometrischen Wegedifferenz der Pole 
zu berechnen ist, der Betrag 7:2 abgezogen werden’), damit 
die Lage der Interferenzstreifen richtig herauskommt. Mascart 
begründet dieses Verfahren durch Hinweis auf einen früheren 
Abschnitt seines Lehrbuches, dessen Ergebnis ungefähr fol- 
gendermaßen lautet: „Wenn man durch den Pol einer sphäri- 
schen Wellenfläche einen größten Kreis (Äquator) zieht, und 
senkrecht zu diesem ebenfalls größte Kreise in sehr kleinen 
Abständen voneinander, so zerfällt die Wellenfläche in lauter 
einzelne Streifen. Wenn man nun zunächst nur über die beim 
Äquator liegenden Flächenelemente integriert und somit dort 
selbständige Lichtquellen annimmt, so muß man zu der Phase 
eines jeden derselben 2:4 hinzufügen oder davon abziehen, 
wenn der Streifen, von P aus gesehen, konvex oder wenn er 
konkav erscheint. Das gleiche gilt, wenn die Streifen durch 
ihre beim Äquator liegenden Flächenelemente ersetzt werden, 
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Berechnung von Interferenzstreifen. 


so daB man schließlich die Phasenanomalie!) #:2 wiederfindet, 
welche der Anwendung des Huygensschen Prinzips entspricht.“ 
Es war nämlich einige Seiten vorher das Huygenssche Prinzip 
auf eine konvexe und konkave Kugelwelle angewandt und ge- 
zeigt worden, daß dabei die Phase nicht richtig herauskommt, 
1e d. h. so, wie sie aus Entfernung und Wellenlänge be- 
P rechnet wird. 


t- Es handelt sich hier offenhar um die ,,rechnerische Phasen- 

ie anomalie, welche bei Anwendung des Huygensschen Prinzips 

» in der Fresnelschen Fassung anzubringen ist, bei Anwendung 

der strengeren Kirchhoffschen Fassung aber wegfällt. 

le Da die so gefundene Phasenanomalie nur mit der An- +g 
wendung des Huygensschen Prinzips verbunden ist, so läßt _ 

it sich nicht recht ersehen, mit welchem Rechte sie für die oben _ 


ie auf p. 80 besprochene Behandlung des Regenbogenproblems 
e Anwendung finden soll, ganz abgesehen davon, daß man dabei © 

doch wohl auf + 2:2 und nicht auf — 7:2 kommen wiirde.*) © 
uf Es tritt vielmehr die neue Frage auf, ob eine „wirkliche“ 


” Phasenanomalie existiert, d. h. ob es vorkommen kann, daß die 
a Phase einer Welle, welche einen gewissen Weg zurückgelegt 
m hat, nicht mehr aus diesem Wege und der Wellenlänge allein 
le berechnet werden kann, auch in solchen Fällen, wo keine aus- 


it gesprochene Interferenz- oder Beugungserscheinung vorliegt. 
Für das Regenbogenproblem erforderte jedenfalls die 
Übereinstimmung mit der Integrationsmethode den Betrag — 
—2:2, so daß die Mascartsche Methode vorläufig auf das 
Regenbogenproblem angewendet werden konnte. Immerhin 


id war es unbefriedigend, die Phasenanomalie nicht völlig ein- x 
m wandfrei begründen zu können. Auch wäre es wohl erwünscht 

ad gewesen, die Mascartsche Methode an sich nicht nur durch | 
> die Anschauung oder die Übereinstimmung ihrer Ergebnisse 


mit denen der Integrationsmethode, sondern auch unmittelbar 
mathematisch begründet zu sehen. Ihrer Anwendung auf ~ 


genügende Kenntnis der zu berücksichtigenden Phasenanomalie © 
noch hinderlich. 


1) Diese Bezeichnung wird von einigen später zu erwähnenden ~ 
Autoren, z. B. Sagnac, angewendet. 
2) Aus Band 3. p. 434 geht das besonders deutlich hervor. 


Annalen der Physik. IV. Folge. 38, . 
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Gelegentlich einer Anwendung der Mascartschen Methode, 
ebenfalls auf das Regenproblem'), habe ich das Hinzukomma 
der Größe — a:2 zu erklären versucht. Diese Erklärung be. 
friedigte mich damals, hatte aber zum mindesten den Nachteil, 
einer allgemeineren Anwendung nicht fähig zu sein. Eine 
andere, seinerzeit im Leipziger Physikalischen Institut im 
Gange befindliche Untersuchung?), für welche die Mascart. 
sche Methode in Anwendung kommen sollte, ließ aber von 
neuem die Kenntnis einer allgemein anwendbaren Methode zur 
Bestimmung der Phasenanomalie dringend erwünscht erscheinen, 
und so entschloß ich mich zu dem Versuche, auf dem Wege 
der Rechnung die verschiedenen Fragen zu beantworten.?) 


1. Die Existenz der wirklichen Phasenanomalie. 


In den Lehrbüchern fand sich nur andeutungsweise ein 
Hinweis auf den Namen Gouy.*) Bei Durchsicht der Literatur 
aber fand sich eine Anzahl von Arbeiten, welche in ihrer Ge. 
samtheit geeignet sind, die Existenz einer wirklichen Phasen- 
anomalie zu beweisen und den Betrag derselben für eine 
Kugelwelle zu berechnen, welche aber eben wegen ihrer Zer- 
streuung in vielen Zeitschriftenbänden noch einer kurzen Zu- 
sammenfassung und in einigen Punkten noch einer Ergänzung 
zu bedürfen schienen. Diesem Bedürfnis wollen zunächst die 
folgenden Zeilen Rechnung tragen. Dann soll eine mathe- 
matische Begründung der Mascartschen Methode versucht 
und zum Schluß ihre Anwendung auf das Regenbogenproblem 
und auf die Erscheinungen im Ultramikroskop kurz besprochen 
werden. 

N Die Anregung zu einer genaueren Untersuchung der 
_Phasenverhältnisse bei Fortpflanzung von Wellen hat wohl 
Gouy gegeben mit den Arbeiten „Sur une propriété nouvelle 
des ondes lumineuses“®) und „Sur la propagation anomale des 


4 1) W. Mébius, Zur Theorie des Regenbogens und ihrer experi- 
mentellen Priifung, Abh. d. Math.-Phys. Kl. d. Kgl. Sachs. Ges. d. Wiss. 
30. Nr. 2. p. 151. 1907. 

2) K. Potzger, Ann. d. Phys. 30. p. 185. 1909. 

8) Vgl. hierzu noch die Schlußbemerkung am Ende der Arbeit. 

4) In P. Drude, Lehrbuch der Optik. 2. Aufl. p. 172 Anm. 1906. 

5) L.G. Gouy, Compt. rend. 110. p. 1851. 1890. 
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ondes“.) Gouy fand, theoretisch wie experimentell, unter as ee 
anderem, daB eine Kugelwelle, die einen Brennpunkt passiert 
hat, gegenüber der aus Entfernung und Wellenlänge in be- wee 
kannter Weise berechneten Phase einen Phasenvorsprung von = 
einer halben Periode, also 4:2 oder x, erlangt hat. Ich habe © 
nach seinen Angaben den bekannten Fresnelschen Spiegel- _ 
versuch mit einem Plan- und einem Hohlspiegel wiederholt 
und das gleiche Ergebnis wie Gouy erhalten. Es war somit 5 
die Existenz einer wirklichen Phasenanomalie durch Versuche ; 
nachgewiesen. 

Über das Zustandekommen der Phasenanomalie entspannen 
sich lebhafte Erörterungen theoretischer Art, aber auch einige 
neue Versuche wurden beschrieben. Gouy hatte angenommen, 
daß das Licht sich im Brennraume anomal fortpflanze. Sagnac?) _ 
wies nach, daß eine anomale Fortpflanzung auch stattfinden ES re 
könne, wenn gar kein Brennpunkt vorhanden sei, sondern nur ER f 
eine kleine Öffnung, durch die das Licht hindurchtritt, was oat. 
übrigens Gouy schon experimentell gefunden hatte. K.Strehl?) 
zeigte, daß sich die Sagnacsche Theorie aus seiner (Strehls) 
„Theorie des Fernrohres auf Grund der Beugung des Lichtes“‘*) _ 
leicht ableiten Jasse. Die Ergebnisse, zu welchen Sagnac 
und Strehl gelangten, hatten aber noch den Nachteil, daß zu 
ihrer Herleitung das Huygenssche Prinzip in der Fresnel-  __ 
schen Fassung benutzt wurde, wodurch die rechnerschee 
Phasenanomalie (vgl. p. 81) noch mit in das Ergebnis ein- 
ging. Hätten sie die Kirchhoffsche Formel ihrer Rechnung h 
zugrunde gelegt, so würden sie zu einem richtigen Ergebnis __ 
gelangt sein. 

Das hat vor kurzem F. Reiche?) getan, der die Phase 
einer Kugelwelle längs ihres Weges durch einen Brennpunkt <* Micra : 
oder auch nur durch eine kreisférmige Offnung hindurch aus- ; 
fihrlich theoretisch und teilweise auch experimentell untersucht 


1) L. G. Gouy, Compt. rend. 111. p. 33 u, 910. 1890. Vor allem 
Ann. de Chim. et Phys. (6) 24. p. 145. 1891. a: 

2) G. Sagnac, Boltzmann - Festschrift p. 528. 1904; Compt. rend. h Br 
138. p. 479, 619 u. 678. 1904. 5 

8) K. Strehl, Physik. Zeitschr. 6. p. 513. 1905. 

4) 1. Teil. Leipzig 1894. 

5) F. Reiche, Ann. d. Phys. 29. p. 65 u. 401; 30. p. 182. 1909. 
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hat. Seine Arbeit enthält auch eine Zusammenstellung der 
wesentlichsten Literatur, so daß ich mich auf eine kurze 
Erwähnung von Gouy, Sagnac und Strehl beschränken 
konnte. 

Nach Reiche ist noch eine Arbeit von P. Debye!) er 
schienen, welche sich mit dem Verlaufe der Phasenanomalie 
in der Nähe von Brennpunkten und Brenilinien beschäftigt 
und auf einem anderen Wege im wesentlichen zu demselben 
Ergebnis führt wie die Reichesche Arbeit. 

Über den Weg, auf welchem solche Phasenanomalien be- 
rechnet werden können, wird im folgenden Abschnitt noch 
ausführlich die Rede sein. Es mögen hier nur die Ergebnisse 
der bisherigen Untersuchungen über die wirkliche Phasen- 
anomalie, soweit sie für die Mascartsche Methode zur Be 
rechnung von Interferenzstreifen von Bedeutung sind, kurz 
wiedergegeben werden. Genaueres wolle man in der Reiche. 
schen Arbeit nachlesen. 

Die Phase einer konvexen Kugelwelle kann überall in 
bekannter Weise aus Entfernung und Wellenlänge berechnet 
werden. Verfolgt man aber eine konkave Kugelwelle in der 
Richtung nach ihrem Brennpunkte hin, so gilt für die Punkte 
auf der Achse zunächst — in großer Entfernung vom Brenn- 
punkte — dasselbe wie von der konvexen Kugelwelle. In der 
Nähe des Brennpunktes beginnt die Phase um den aus Ent 
fernung und Wellenlänge berechneten Wert zu schwanken um 
Beträge, die allmählich bis zu + ~:2 ansteigen. Beim Durch- 
gange durch den Brennpunkt wächst die Phasenanomalie über 
den Wert 2:2 hinaus (Genaueres hierüber bei Reiche 1. e) 
und vollführt nun Schwankungen um a ebenso wie vor dem 
Brennpunkte um 0, gleichfalls zunächst im Betrage + 2:2. 
In einiger Entfernung vom Brennpunkte geht die Amplitude 
dieser Schwankungen nahezu auf Null herab. Hier ist also 
die Phase um a größer als der Wert, der sich aus Entfernung 
und Wellenlänge berechnet. Diese wirkliche Phasenanomalie 
kommt durch eine Art von Beugung zustande und nicht, wie 
sich Gouy die Sache dachte, durch anomale Fortpflanzunge 


geschwindigkeit im fy 2h 
_ 1) P. Debye, Ann. d. Phys. 30. p. 755.109. 
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So wäre nun für eine konvexe oder konkave Kugelwelle 
die GréBe der Phasenanomalie festgestellt. Das geniigt aber 
noch nicht einmal fiir den Fall des Regenbogens, denn dort 
ist zwar der eine Teil der Wellenfläche einer konvexen Kugel 
ähnlich, der andere aber ist sattelförmig gekrümmt. Für die 
Behandlung anderer Probleme ist aber noch gar nichts getan. 
Außerdem ist der konvexe Teil der Regenbogenwellenfläche 
keine genaue Kugel und es ist doch nicht ausgeschlossen, daß 
auch die Phasenanomalie der konvexen Kugelwelle noch einer 
merklichen Korrektion bedarf, um für den Regenbogen Geltung 
zu erlangen. Es dürfte daher eine allgemeine Untersuchung 
über die Phasenanomalie wohl am Platze sein. Eine solche 
soll in den folgenden Abschnitten angestellt werden, im Zu- 
sammenhange mit dem Versuche, die Mascartsche Methode 
zur Berechnung von Interferenzstreifen mathematisch zu be- 
gründen. Die Betrachtungen der nächsten Abschnitte werden 
so allgemein abgefaßt werden, daß sie auch bei der Inte- 
grationsmethode von Nutzen sein können, dabei soll aber 


I. das Gebiet in der Nähe von Brennpunkten, wo die 
Phasenanomalie merkliche Oszillationen aufweist, un- 
berücksichtigt bleiben. ') 


2, Die mathematische Begründung der Mascartschen Methode 
zur Berechnung von Interferenzstreifen. 


a) Die Anwendung des Huygensschen Prinzips auf die vor- 
liegende Aufgabe, 


Zunächst einige Worte über das einzuschlagende Ver- 
fahren. Es wird irgend eine Wellenfläche gegeben gedacht, 
die in bezug auf den Beobachtungspunkt P nur einen einzigen 
Pol haben möge. Dann würde die Lichterregung in P nach 
dem Huygensschen Prinzip durch eine Integration über die 
ganze Wellenfläche zu berechnen sein. Die Amplitude dieser 
Lichterregung braucht aber nicht ausgerechnet, sondern nur 
abgeschätzt zu werden. In erster Linie wird gefragt: Welche 
Phase ergibt sich für die Lichterregung in P gegenüber der- 


1) Alle solche Annahmen sollen in Kursivschrift gedruckt werden. 
Diejenigen, welche nicht nur vorübergehend Geltung haben, sollen außer- 
dem mit römischen Ziffern versehen werden, 


| 
: 
— 
= 
Ach 


jenigen, welche sich bei Fortpflanzung einer Lichterregung 


vom Pole nach P aus Entfernung und Wellenlänge ergeben 
würde? Die trigonometrische Tangente der Differenz dieser 
beiden Werte oder der Phasenanomalie ergibt sich als Quotient 
zweier Integrale, deren Integralelement in eine Reihe ent. 
wickelt ist. Es werden die Bedingungen untersucht, unter 
welchen die Reihen auf ihr erstes Glied beschränkt werden 
können und für diesen Fall wird der Quotient wirklich be. 
rechnet. 

Die Grundlage der Rechnung bildet das Huygenssche 
Prinzip in der strengeren Kirchhoffschen Fassung.!) Danach 
lautet die Formel für die Lichterregung s, im Punkte P3 
(Fig. 1) 

(1) 42s, - cos (nr) — ds, 


r on 


Aire Ac 


o s(t) die Lichterregung auf dem Elemente dS einer be. 
liebigen, den Punkt P, nicht aber 
die Lichtquelle umschließenden 
Fläche 8, r die Entfernung der 
Flächenelemente dS von P, n die 
innere Normale der Fläche und » 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
des Lichtes bedeutet, r ist von P 
nach d§ hin gerichtet. Die Licht- 
erregung s auf dS sei gegeben 
durch die Formel 


Fig. 1. (2) s()= fcos2a (7 


wo A die Wellenlänge und f eine Funktion der Koordinaten 
von dS, der Wellenlänge A und der Größe o ist; die Form 
von f ist in jedem Falle besonders festzustellen. o würde 
genau genommen die Entfernung der punktförmig gedachten 
Lichtquelle von dS sein, und zwar die „optische‘‘ Entfernung, 
der Weg, den die Lichterregung zwischen Lichtquelle und 


1) Über die Anwendung des Huygensschen Prinzips vgl. auch 
P. Drude, |. c. p. 168ff. und A. Winkelmann, Handb. d. Phys. 2. Aufl. 
6. p. 1034 ff. 1906. 


2) Nach P., Drude, l. e. P- 169, Gleichung (35). 
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Beobachtungspunkt wirklich zuriickgelegt hat, unter Beriick- 
sichtigung der Brechungsverhältnisse. Häufig wird aber in 
praktischen Fällen nur einen Teil dieses Lichtweges, nimlich 
die auf Lichtstrahlen gemessene Entfernung von einer Wellen- 
fläche bezeichnen. 
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Es sollen nun zur Vereinfachung der Rechnung zwei An- 
nahmen gemacht werden, welche die Vernachlässigung zweier 
Glieder in dem Ausdrucke, der durch Einsetzen von (3) und 
4) in (1) entstehen würde, zulassen. Das heißt entweder, bei 
vorgeschriebenem Genauigkeitsgrade ist die Rechnung auf ge- 
wisse Fälle beschränkt, in denen trotz den gemachten Ver- 
nachlässigungen der verlangte Genauigkeitsgrad erreicht wird, 
oder die Genauigkeit ist nur so groß, als die Vernachlässigungen 
zulassen. Trifft keines von beiden zu, so muß eben eine be- — 
sondere Berechnung stattfinden. Glücklicherweise wird aber 
in sehr vielen vorliegenden Fällen mit den beiden Annahmen 
eine genügende Genauigkeit erreicht. Die erste Annahme 
lautet : 

II. Es soll 1:r so klein gegen 2:4 sein, daß in (3) das 

erste Glied gegen das zweite vernachlässigt werden kann. 
Eine nähere Erläuterung hierzu ist nicht nötig. m9 

Die Größe df:do in (4) bedeutet die Zu- oder Abnahme ~ 
von f, also der Amplitude der Lichtschwingung, auf der Längen- 
einheit von 9. Diese wird aber im allgemeinen die Größen- — 


ordnung von f- längst nicht erreichen; Werte aber, die groß 
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Aus (2) folgt, wenn £—(r:v) für ¢ und v7’ = A gesetzt wird: cs ee mg 
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gegen f sind, kann df:do nur in der Nähe von Brennpunkten 
annehmen. 


«ILL. Daher soll zweitens angenommen werden, daß bei Kon. 


ta struktion der Fläche 8, über welche das Integral (1) zu 
Br: erstrecken ist, die Nähe von Brennpunkten vermieden 
wird. 


Es ist vielleicht nicht überflüssig zu bemerken, daß diese 
zweite Annahme keine Beschränkung der Aufgabe auf bestimmte 
Fälle oder einen bestimmten Genauigkeitsgrad, sondern nur 
einen Rechenvorteil bedeutet, denn für die Konstruktion der 
Fläche $ ist ein weiter Spielraum gelassen [vgl. die Erläute- 
rung zu Gleichung (1). Durch Erfüllung der Annahme (II]) 
wird in vielen praktisch vorkommenden Fällen, bei optischen 
Problemen fast ausnahmslos, erreicht werden, daß auf der 
rechten Seite von (4) das erste Glied gegen das zweite ver- 
nachlässigt werden kann. 

Durch Einsetzen von (3) und (4), unter Vernachlässigung 
der ersten Glieder, in (1) ergibt sich nunmehr: 


cos(nr) — cos (ng) fsin (+ ds 
h A : 


2ir T 


In dieser Formel findet sich die Fresnelsche Fassung des 
Huygensschen 1 Prinzipes wieder mit zwei Abänderungen: der 


Faktor 
weh cos (nr) — gos(ng) tut 


ist neu hinzugekommen und die Phase ist um 2:2 beschleunigt. 
Die Fresnelsche Fassung kann somit auf Grund der beiden 
obigen Annahmen (II) und (III) durch die Formel (5) ersetzt 
werden, welche nicht wesentlich verwickelter ist als diese. 


b) Herleitung des Grundgedankens der Mascartschen Methode 
zur Berechnung von Interferenzstreifen aus Gleichung (5). 


Wird 
(6) cos (n (no f f’ 


sit’ 


gesetzt, so folgt aus (5) 
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Es möge jetzt eine ganz beliebige Wellenfläche gegeben sein. 
Wir machen: 


IV. die Annahme, daß die Fläche S die gegebene Wellen- 
fläche in sich enthalte und daß auf den übrigen Teilen 
der Fläche S die Größe f unmerklich klein sei. Man 
hann dann, ohne einen merklichen Fehler zu begehen, 
die Fläche 8 mit der Wellenfläche identifizieren. Auch 
diese Annahme bedeutet nur einen Rechenvorteil. Nun- 
mehr ist 0 = const. für alle Punkte der Fläche 8. 


V. Ferner möge noch angenommen werden, daß die Wellen- 
fläche in bezug auf den Beobachtungspunkt P die end- 
liche Anzahl m von Polen habe. 


Wir teilen die Fläche $ unter Weglassung der Teile, auf 
welchen f= 0 ist, in m Teile ein, von welchen jeder nur einen 
Pol enthält. Benutzt man etwa vorhandene Wendelinien mit 
zur Abgrenzung dieser Teile, so kann diese Einteilung für alle 
Lagen des Punktes P beibehalten werden. Demgemäß kann () _ 
so geschrieben werden: 


wo f’ durch (6) definiert ist. Der am Integralzeichen an- 
gebrachte Index » bedeutet, daß nur über den zum »** Pole 
gehörigen Teil der Wellenfläche zu integrieren ist. Jedes solche 
Teilintegral kann nun aber bekanntlich in der Form 


9) F sin + 0, | 


dargestellt werden, wo F, und 0,’ eben durch Ausführung der 
Integration zu bestimmen sind. Dafür kann man aber eben- 
sogut auch schreiben: eee 


(10) [- F,cos [2a (+ _ + j 


Wales. 
wo r, die Entfernung des »" Poles von P und 
schung 6, = 0, + 
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Aus (10) und (8) wird nun endlich: ir: Sei age 
1) = See = (+ 
1 1 


Vergleicht man (11) mit (2), so sieht man, daB s, dar. 
gestellt ist durch eine Summe von m Lichterregungen, welche 
von den m Polen der Wellenfläche herrühren, jeder mit einer 
noch besonders zu bestimmenden Amplitude #7, und Phasen. 
anomalie 0, versehen. In einer solchen Darstellung der Größe s, 
besteht aber die Mascartsche Methode zur Berechnung von 
Interferenzstreifen. Sie hat natürlich nur dann einen Wert, 
wenn die # und ö, ohne Integration gefunden werden können. 
Von den Bedingungen, unter denen das möglich ist, wird unten 
im Abschnitt e) die Rede sein. 

Mascart selbst wendet sie auf das Regenbogenproblem 
an, ohne sie näher zu begründen. In diesem Fall sind im 
allgemeinen nur zwei Pole zu berücksichtigen!) und es kann 
außerdem # = F, gesetzt werden, wodurch die Berechnung 
der Lage der überzähligen Bögen sehr einfach wird. In der 
Form (11) aber ist diese Methode einer sehr allgemeinen An- 
wendung fähig. 

Im folgenden müssen wir uns über die Berechnung der 
Größen F, und 0, unterrichten. Wir brauchen aber weiterhin 
wegen des Bestehens der Gleichung (11) nur noch Wellenflächen 


PR 


(oder Teile solcher) mit einem einzigen Pole zu berücksichtigen, 
: so daB an Stelle von (11) die Gleichung cael 
TE tritt, wo r, die Stelle von r, vertritt. Die Gleichungen (7) 


und (12) bilden den Ausgangspunkt der weiteren Rechnung. 
F ist die Amplitude der Schwingung s,. 


c) Formeln zur Berechnung der Phasenanomalie 6 
und der Amplitude F. 


Die rechte Seite von (7) ist ein Doppelintegral, enthält 
also zwei unabhängige Veränderliche. Da die Wellenfläche 


W. Möbius, Le. p. 117 u. 284, 
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pur einen Pol besitzen soll, kann man auf ihr zunächst eine 
Kurve ziehen, welche durch den Pol geht und, von P aus 
gesehen, in jedem ihrer Punkte konvex oder in jedem Punkte 
konkav erscheint. Sie möge Wellenäquator heißen. Ferner 
kann man ein System von Kurven ziehen, die den Wellen- 
äquator senkrecht schneiden, in diesem Schnittpunkte ihren 
Pol in bezug auf P haben und, von P aus gesehen, entweder 
sämtlich konvex oder sämtlich konkav erscheinen. Dieses 
Kurvensystem zerlegt die Wellenfläche in Streifen (ähnlich wie 
auf p. 80), deren jeder seinen Pol in bezug auf P in der 
Entfernung 7 von P hat. Wir setzen: 


(13) r=-r+4, 


nf 


B 


und nehmen die erste Integration nach 4, längs eines solche 
Streifens vor. Dann wird: \ 


(14) T= + 4, 


gesetzt und längs des Wellenäquators integriert. Durch die 
Substitutionen (13) und (14) möge dS die Form annehmen: 


4, 3 


(15) d8=f"dA,dd,. | 


setzt: wird, so folgt aus (7), (13), (14), (16) und (15): 


” 2n(dı + 4) 


Hieraus folgt, ähnlich wie (11) aus (10): 
(17) [Sr sin _ laa, dA, = Fcos(p + Ö) 


(18) & = Fcos(p + 0). 4 
Diese Gleichung "bedeutet die Ersetzung der ganzen Wellen- 
fläche durch eine von dem Pole herrührende einzige — 
eregung mit der Amplitude # und der Phasenanomalie 0. 
Die Berechnung von F und 0 erfolgt, zunächst formell, in ie 
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Gleichsetzen der Faktoren von sing und von cosg. Es er- 
gibt sich: 


19) Fsind =— cos da, 


Foosd =— a4, a4, 
und wenn 
cos *** cos **4 a4, dd, = 00, 


4 


[fr sin sin 24, dd, = 


(23) SSrr sin dA, d4,=58,C,, 


(24) cos sin 24, dd, = 0%, 


wo die Produktform C, C, usw. natürlich nur symbolische Be. 
deutung hat, gesetzt wird: 


(25) 5} +[8,G 
(26) tang = [C, C, — 8, S,]:[5, C, + C, 3 


In dieser Gleichung wird der ganze Betrag der Phasen- 
anomalie d mit einem Male berechnet. Es kann aber auch 
unter Umständen von Vorteil sein, ihn in zwei Teile zu zer- 
legen, deren einer der ersten, der andere der zweiten Inte- 
gration in den obigen Doppelintegralen entspricht. Da von 
dieser Art, ö zu berechnen, später auch Gebrauch gemacht 
werden wird, sollen die ihr entsprechenden Formeln ebenfalls 
angeführt werden. 

Bildet man an Stelle von (16) die Gleichung 

0 


1 
so folgt aus (7), (13), (27) und (15): 
(28) - [fr f” sin (7 a, dy, 


Hier kann man ähnlich wie früher setzen: 


@)  frf’sin (#- dA, = Peos(g + 6, 


| 
(30) 

(31) 
F (33) 
25 We 
ges 
| 
4 
es 

3 35 

(36) 

(37 
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Fo: 
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: ify dar 
der 

stel 


Fsin 0, f” cos dA, = 

(80) 

| Peoso, =— a4, =8, 

81) 

(32) 

Aus (28) und (29) folgt: 

(33) = f Peos($ + ö,)d4,. 


Wenn nun in (27) 7 aus (14) eingesetzt und ” 


gesetzt wird, so folgt: 


Wird dieser Ausdruck in (33) eingesetzt und dann 
(34) = [Foos ( +) 


gesetzt, so ergibt sich: LT. 


dA, = Fcos(p + 0, + d,) 


Fcosd, = | Peo 8 dA, =C,, 
(37) tang Ö, = 8, . C, al 


Diese Gleichung ist natürlich gleichbedeutend mit (18), da 
ö, +0, gleich ö sein muß. Bildet man übrigens den Aus- 
druck tang(d, + ö,), so erhält man einen Ausdruck von der 
Form (26), nur daß dieses Mal die Ausdrücke C, C, usw. nicht 
bloß symbolische Bedeutung haben, sondern wirkliche Produkte 
darstellen. Besonders zu beachten ist, daß in (34) überall 
der cos steht, während in (29) nur rechts cos, links aber sin 
steht, und daß daher auch (35) und (37) sich von (30) und (32) 
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Sn nur tang gesucht ist und nicht auch F, so kam 
in manchen Fällen die Rechnung sehr vereinfacht werden, 
Bildet man nämlich den Ausdruck: }) 


| cos 274 +i[f dA, 


(88) 6 22i A, 

wo —1 und setzt 
(39) =— Zz, dd, =— .dz, 


so kann, wenn f’f”, nach Potenzen von A, entwickelt, nur aus 
einem einzigen Gliede besteht, 


gesetzt werden, wo a, b, f’, f”, A und z reelle Größen sind. 
Dann wird aus der rechten Seite von (38): see 


aot 
und durch hee kas mit der linken Seite von (38) folgt: 


Diese Integrale unterscheiden sich nur durch die Faktoren —b 
und a und nur diese gehen in (26) oder (32) ein. 

In (41) ist stillschweigend angenommen, daß das Integral 
einen reellen Wert hat, obgleich wegen (39), und weil in (38) 
die Integrationsgrenzen reell sind, der Integrand imaginäre 
Werte durchläuft. Dieses Verfahren ist, wie sich zeigen läßt?) 
zulässig, wenn die Integrationsgrenzen 0 und oo sind. Ob 


I 


1) Vgl. die Berechnung der sogenannten Fresnelschen Integrale 
bei Drude, ].c. p. 178. 

2) Die runden Klammern bezeichnen hier die funktionale Ab- 
hängigkeit. 

3) Vgl. G.G.Stokes, On the numerical Calculation of a Class of 
Definite Integrals and Infinite Series. Trans. of the Camb. Phil. Soe. 
9. Part. 8. p. 168 (Anm.) 1856, oder Mathematical and Physical Papers 2. 
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| 
as der Fall ist, wird später bei Anwendung dieser Methode \ 
zu zeigen sein. ® 
Wenn für a undd Wurzelausdrücke herauskommen, kénnte ~~ > 
man über die Vorzeichen im Unklaren sein. Man kann dann 5 8: 
meist aus der Form der in (38) links stehenden Integrale un- Ss E 
mittelbar sehen, ob sie einen positiven oder negativen Wert _ ape Ad 
ergeben, und die Vorzeichen von a und 5 danach bestimmen. lea i 
Diese Methode ist natürlich auf jede der beiden Integrationen Stoo 
der Doppelintegrale (21) bis (24), sowie auf (30) und (35) an- Yee 


wendbar. Es bieten sich also zur Berechnung der Phasen- | ER 
anomalie ö entweder die Formeln (21) bis (24) und (26) oder GE 
(30), (32), (35) und (37). Dabei können, wenn (40) gilt, zur 
Vereinfachung der Rechnung die Gleichungen (42) benutzt = 


17 


werden. Die Amplitude / ist aus (21) bis (25) oder aus (30), 
(31), (35) und (36) zu bestimmen. Auch hier kann, wenn (40) _ 
besteht, (42) benutzt werden. a 


{ 


d) Das Zonenprinzip. 


Der mathematische Grundgedanke der bekannten Fresnel- 
schen Methode, die Integration über eine Kugelwelle dadurch 
zu vereinfachen, daß man die Wellenfläche in Zonen einteilt = = 
und nur noch über die halbe erste Zone zu integrieren braucht, 
läßt sich folgendermaßen darlegen: Bezeichnet man die An- 
zahl der ganzen Zonen mit n und den absoluten Betrag des 
Anteiles, den die einzelnen Zonen an dem Integrale haben, 
mit s,, 5 ... s, und des hinter s, noch bleibenden Rest- 
stückes mit s, und setzt ferner 


(43) 5, +—...+5, F5,=8, 


wo |...| bedeutet „absoluter Betrag von ...“, so kann man : 
nach A. Schuster?) durch verschiedene Zusammenfassung der 
Glieder dieser Reihe (43), $ in folgender Weise in Grenzen 


einschließen: 
| 3) & +3. +44 — 6,28 bos: 


wiih. 
1) A. Schuster, Phil. Mag. (5) 31. p. 85. 1891. Ai 


; 
x 
) 
= 


1 1 
— 7, + 8, + 49, 
= 1g 
+45, 40,0. 


Die erste Formel gilt für ungerade, die zweite für gerade 
Werte der Zahl (n—m+1) und die oberen oder unteren 
Zeichen sind zu nehmen, je nachdem ee ke 
(46) + 38,41) baw saad 
ist, wo p eine der Zahlen m+ 1, m+ 2...n bedeutet. 

Die Gleichung (46) driickt eine Bedingung aus fir die 
Anwendbarkeit der Gleichungen (44) und (45), doch wird das 
Ergebnis nicht wesentlich geändert, wenn die Bedingung (46) 
für einige wenige Werte von p, deren Anzahl gegenüber 
(a — m + 1) klein sein muß, nicht erfüllt ist.!) 

Noch eine wichtige Bemerkung über die Zoneneinteilung 
möge hier Platz finden. In der Bedingung (46) liegt aus. 
gesprochen, daß die Zonen im ganzen Integrationsgebiete ent- 
weder ab- oder zunehmen, d.h., wenn wir zur ersten Zone 
allmählich weitere addieren, so oszilliert die Summe (43) um 
einen bestimmten Wert und die Schwankungen nehmen immer 
mehr ab. Das letzte Summationsglied ist, nach (44) und (45), 
abgesehen von den ö und von s, und s,, die Größe s, :2. 
Wenn nun s, von der Größenanordnung der ganzen Summe 
ist, so wird größer sein, als 
wenn s, selbst schon nicht groß ist. Wenn nun z. B. in (21) 
bis (24) bei der Integration nach A, die Grenzen der Zonen 
ki:2 und (k + 1)A:2 sind, wo & eine ganze Zahl ist, so wird 
das Kosinusintegral kleine Werte für s, liefern, das Sinus 
integral aber große. Wenn man dagegen für das Sinusintegral 
das Stück von 0 bis 4:4 besonders berechnet, und die Zonen- 
grenzen nach (Ak + 1)2:4 und (k + 3)A:4 verlegt, so bekommt 
man für s, ebenso kleine Werte wie beim Kosinusintegral, 
und damit auch für ö,„;,, und man kann daher mit einer 
kleineren Anzahl von Zonen auskommen. 

Diese Zoneneinteilung ist für das Folgende insofern von 
Bedeutung, als Integrale wie (35), (30) oder die einzelnen 
Integrationen in (21) bis (24) durch Ausdrücke von der Form (43) 
dargestellt werden können. 


1) Vgl. A. Schuster, Lc. git 
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e) Uber die Anwendung des Zonenprinzips auf die 
Berechnung von 0 und F. 


Wir müssen nun die Ungleichungen (44) und (45) auf ihre 
Anwendbarkeit untersuchen und machen da zunichst die selbst- 
verständliche Bemerkung, daß sie nur dann einen hinreichend 
bestimmten Wert für $ ergeben, wenn 


4% 
(47) hinreichend klein gegen 


‚und 
f 


+—.--—8_, $45,445, F 8, 


sind. Ob diese Bedingung erfüllt ist, muß für jede gerade 
zu behandelnde Aufgabe besonders untersucht werden. Wie 
das geschehen kann, wird im vierten Abschnitt an einem auch 
zahlenmäßig durchgeführten Beispiele gezeigt werden. In 
vielen praktisch vorkommenden Fällen läßt sich aus der Form 
des Integranden oder in unserem Falle z. B. des Produktes f’ f” 
in (17) leicht ersehen, daß die Bedingung (47) für d,_, ohne 
weiteres erfüllt ist und daß sie es auch für ö, „,, wird, wenn 
man m zwar größer als 1, aber immer noch klein gegen n 
macht. Damit ist dann schon viel gewonnen, denn es braucht 
die Integration nur noch über eine verhältnismäßig kleine 
Anzahl von Zonen erstreckt zu werden. Mit dieser Erleichte- 
rung ist häufig sofort die weitere verbunden, daß von den 
Faktoren, aus denen sich der Ausdruck f’f” in (21) bis (24) 
zusammensetzt, und welche die Integrationsveränderliche meist 
in sehr verwickelter Form enthalten, einige konstant gesetzt 
werden können. Das kann dazu führen, daß ein Parameter, 
von dem die Lage des Beobachtungspunktes P abhängt, bei 
Ausführung der Integration in expliziter Form stehen bleiben 
kann, so daß dann für alle betrachteten Lagen von P zu- 
sammen nur eine einzige Integration auszuführen ist. 

Das letzte Ziel ist aber, ganz ohne Integration aus- 
zukommen. Da ist es zunächst störend, wenn s,:2 und s, 
noch mit berechnet werden müssen. Zwar ist s,:2 leicht 
hinreichend genau zu berechnen, nicht aber s,, welches bei 
gegebener Wellenfläche sich rasch ändert, wenn bei Integration 
nach A, sich A, ändert, oder bei Integration nach 4,, P seine 
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Lage ändert. Glücklicherweise aber wird in vielen praktisch 
vorkommenden Fällen 
| + + 5, : 
hinreichend klein gegen ale 
| 
Das wird immer dann der Fall sein, wenn die Größe f’ f” 
für die Zonen von höherer Ordnungszahl klein ist gegen den 
Wert, den sie für die ersten Zonen hat. (Der Wert von f’f” 
in unmittelbarer Nähe des Poles kann nicht maßgebend sein, 
weil f’f” dort unendlich groß werden kann.) Ob das zutrifft, 
wird sich immer leicht übersehen oder ausrechnen lassen. Ist 
die Bedingung (48) nicht erfüllt, so kann, wenn es sich um 
die Berechnung von Interferenzstreifen handelt, unter Um- 
ständen der Eiufluß der Vernachlässigung von s,:2 — s, auf 
die Streifenlage trotzdem unmerklich sein. Das im achten 
Abschnitt behandelte Beispiel zeigt, wie man diese Verhältnisse 
untersuchen kann. 
Wenn aber die Bedingungen (47) und (48) heide erfüllt 
sind, so folgt aus (44) und (45): 


Zur Berechnung dieses Ausdruckes würden im allgemeinen 
immer noch Integrationen erforderlich sein. Wenn nun für 
die m ersten Zonen f’f”, nach Potenzen der Integrations- 
veränderlichen entwickelt, mit hinreichender Genauigkeit durch 
das erste Glied dieser Entwickelung dargestellt werden kann, 
und wenn, für den Fall, daß f’f” wirklich nur aus diesem 
Gliede bestände, die Bedingungen (47) und (48) ebenfalls 
Geltung hätten, so kann $ dadurch nicht ungenauer werden, 
daß, unter Berücksichtigung nur dieses ersten Gliedes von 
ff’, m größer gemacht wird als es in (49) angenommen ist, 
d. h., man kommt dem Werte $ hinreichend nahe auch dann, 
wenn man f’f” nur als aus einem Gliede bestehend annimmt 
und m immer größer und schließlich unendlich groß werden 
läßt. Dann ist aber die Methode von p. 94—95 anwendbar, 
welche keine Integration erfordert. 

Es möge nun angenommen werden, daß für beide Inte 
grationen nach A, und A, 


— | 
vn 
I 
wenn 
= zahl ' 
nach 
nimm 
erfülli 
Bedin 
Denn 
einer 
stant 
darge 
kann 
Die ( 
forde 
rechn 
I 
SER 
% 
1. w 
fer 
eren 
alle 
| 
| 
cart 
= 


Berechnung von Interferenzstreifen. 


VII. die Bedingung (48) erfüllt ist und 

VII. ff” innerhalb der m ersten Zonen durch das erste 
Glied der Entwickelung nach A, oder A, dargestellt 
werden kann. 


Die Bedingungen (VI) und (VIII) sind dann sicher erfüllt, 
wenn die Wellenfläche für beide Integrationen eine große An- 
zahl von Zonen enthält und wenn außerdem f” vom Pole aus 
nach dem Rande der Wellenfläche hin nicht wesentlich zu- 
nimmt (meist wird es abnehmen), denn es ist (VI) oder (41) 
erfüllt, weil die Beträge der Zonen langsam abnehmen und 
(VIII) ist erfüllt, weil dann wenige Zonen zur Erfüllung der 
Bedingung (41) ausreichen. 

Damit die Annahme (VIII) bestehen kann, ist notwendig, 
daß f’ für die ersten m Zonen konstant gesetzt werden kann. 
Denn da die Annahme, f’ sei in erster Annäherung proportional 
einer Potenz von 4, oder 4,, im allgemeinen nicht zutreffen 
wird, so bleibt nur übrig, daß f" in der Nähe des Poles kon- 
stant gesetzt werden kann, wenn f”f" dort durch ein Glied 
einer nach Potenzen von 4, oder 4, entwickelten Reihe coll __ 
dargestellt werden können. 5 

Wenn die drei Annahmen (VJ) bis (VIII) zutreffen, so 
kann die Phasenanomalie 0 ohne Integration gefunden werden, __ 
Die Größe F, die zur Bestimmung von s, nach (18) noch er- 
forderlich ist, wiirde nach (25), (21) bis (24) und (41) zu be- rate : 
rechnen sein. 

IX. Wenn nun die Lage von Interferenzstreifen zu berechnen — 

ist, und die Werte von F an den verschiedenen Polen 
3 nahezu konstant bleiben, während der Beobachtungs- 


1 


Be 


> 
f 


punkt P seine Lage ändert, bei Vorhandensein von mehr 
als zwei Polen aber außerdem an den verschiedenen 

Polen nahezu gleich sind, so wird, wie später im 6., 
7., und 8. Abschnitt gezeigt werden wird, die Lage der Inter- 
ferenzstreifen mit großer Annäherung richtig bestimmt, wenn 
man die Werte 7 überhaupt für alle Lagen von P und für 
alle vorhandenen Pole konstant setzt. 

Damit sind wir bei der Methode angelangt, welche Mas- 
cart!) zur Bestimmung der Lage der überzähligen Bögen des 


1) E. Mascart, |. c. 1. p.398. 
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Regenbogens mit Erfolg verwendet und welche in diesem Falle 
zu einer sehr einfachen Formel für die Lage der Streifen 
führt. Aber auch wenn die obigen Bedingungen (VI) bis (IX) 
nicht gelten, liefert sie noch sehr gute Resultate, und selbst 
im ungünstigsten Falle bekommt man noch ein ungefähre 
Bild von der Lage der Streifen. Das liegt vor allem daran, 
daß die durch Nichterfüllung dieser Bedingung hereingebrachten 
Fehler mit der Ordnungszahl der Streifen im allgemeinen ab. 
nehmen. 

Die Bedingungen {I) bis ([X) zusammen genommen sind 
hinreichend zur Anwendung der Mascartschen Methode, denn 
sie wurden ja so aufgestellt, daß sich die Integrationsmethode 
auf die Mascartsche Methode reduzierte. Sie sind aber auch 
notwendig, es fragt sich nur, bis zu welchem Genauigkeits- 
grade. Man darf jedenfalls nicht für ö eine bestimmte Fehler. 
grenze vorschreiben wollen, denn das Endziel ist nicht die 
Berechnung von 0, sondern der Lage von Interferenzstreifen, 
Über die hierbei. zulässigen Fehler werden die letzten Ab- 
schnitte Auskunft geben. 

Die größten Fehler werden im allgemeinen durch die 
Reststücke bedingt. Nun läßt sich zwar der größte Wert, 
den ein Reststück bei einer einzelnen Integration haben kann, 
sehr leicht abschätzen. Aber welchen Anteil die Reststücke 
in ihrer Gesamtheit an dem Betrage eines Doppelintegrales, 
z. B. der Gleichung (21), haben können, das läßt sich außer 
durch Integration wohl schwer rechnerisch ermitteln. Die An- 
ordnung der Reststücke eines Doppelintegrales ist nämlich 
eine sehr verwickelte, wie die folgenden Betrachtungen zeigen. 

Zunächst kann man für die erste Integration in (21) bis 
(24), etwa nach 4,, die Größe s, abschätzen, und zwar ihren 
Maximalwert, den sie erreicht, wenn bei der Zoneneinteilung 
am Ende gerade noch ein Stück von der „Dicke“ 4:4 übrig 
bleibt. Nun kann man sich den Wellenäquator, längs welchem 
die Integration nach A, vor sich geht, sowie die Randkurve 
der Wellenfläche auf eine und dieselbe durch P und den Pol 
gehende Ebene projiziert denken. Wenn dann die beiden 
Projektionen einander parallel gehen, so werden, unter der 
Voraussetzung, daß P sehr weit von der Wellenfläche ent- 
fernt ist (sonst müßte man sich entsprechend anders aus- 
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drücken), die bei der Integration nach 4, erhaltenen Rest- 
stücke für jeden Wert von 4, verhältnismäßig gleich groß 
sein, also entweder Null sein, d. h. der „Dicke“ Null ent- 
sprechen oder ihren maximalen Wert haben, d. h. der „Dicke“ 
4:4 entsprechen usw. Die Größe, die durch Summierung aller 
dieser Reststücke bei der Integration nach 4, herauskommt, 
würde zu dem Werte des Doppelintegrales etwa in demselben 
Verhältnis stehen, wie das nach der Integration nach 4, er- 
haltene Reststück zu dem Werte des einfachen Integrales. 
Wenn ferner die Randkurve einer um / beschriebenen Kugel 
angehört, so kann bei Vernachlässigung der Reststücke ein 
Fehler entstehen, der bis zu 50 Proz. der ganzen Doppel- 
integrale in (21) bis (24) ausmacht, wenn die Größe f’ vom 
Pole nach dem Rande der Wellenfläche nur wenig abnimmt. 
Das zeigt der Fall der Kugelwelle, bei welcher bekanntlich 
alle Fresnelschen Zonen gleich groß sind.!) Denn die Wir- 
kung der ganzen Wellenfläche kann hier ersetzt werden durch 
die Summe der Wirkungen der halben ersten Zone und des 
Reststückes, welches ebenso groß wie diese werden kann. 
Wenn die Randkurve keiner dieser beiden ausgezeich- 
neten Lagen nahe kommt, werden die bei der ersten Inte- ae 
gration (nach 4,) sich ergebenden Reststücke bei Veränderung 
von 4, sich sinusähnlich periodisch ändern und durch Multi- 
plikation mit sin (2 4, : 4) oder cos(? 4,:4) erhalten sie noch 
eine zweite Periodizität. Dann kann man ihre Summe, die 


sich bei der Integration nach A, ergibt, nicht mehr leicht my 

übersehen oder in allgemeiner Form ausrechnen. Wenn dann —Ss> 

nicht wegen starker Abnahme von /’f” von der Gegend des sau 


Poles aus nach dem Rande der Wellenfläche hin, oder aus 
anderen Griinden, die Vernachlissigung der Reststiicke von 
vornherein berechtigt erscheint, so bleibt nichts anderes übrig, 
als entweder durch Vergleichung mit Beobachtungsergebnissen 
oder der Integrationsmethode zu prüfen, ob die erlangte Ge- 
nauigkeit für den betreffenden Zweck ausreicht, oder sich von 
vornherein mit einer geringeren Genauigkeit zu begnügen. 

Es trifft sich aber günstig, und die Betrachtungen der cmt 
folgenden Abschnitte werden das bestätigen, daB auch bei 


1) Vgl. P. Drude, l. ec. p.154f 
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sehr groBen Reststiicken die Lage der Interferenzstreifen noch 
einigermaßen richtig herauskommt. Man kann daher die Mas. 
cartsche Methode oft auch dann noch mit Vorteil anwenden, 


wenn man sieht, daß große Reststücke vorkommen müssen. 


3. Berechnung der Phasenanomalie einer Sattelfläche, welche 
durch Rotation eines Kreisbogens entsteht. 


Diese Fläche wurde gewählt, weil sie einfache Verhält. 
nisse ergibt, insofern als beide Integrationen entlang von 
Kreisen erfolgen, und weil sie andererseits durch Vorzeichen- 
änderung oder Unendlichwerden der Halbmesser dieser Kreise 
in Kugel oder Zylinder übergeht. 

Sie entsteht durch Rotation eines Kreisbogens vom Halb- 
messer a, (vgl. Fig.2).. Der kleinste Drehungshalbmesser sei a,, 


P 


Fig. 2 


ein beliebiger heiße a, der Pol P, von P möge auf dem 
Kreise (a,) liegen. P hat von P, die Entfernung r,, von den 
Punkten des durch P, gehenden Kreises (a,) die Entfernung 7 
und von beliebigen Punkten oder Elementen dS der Fläche 
die Entfernung r. dS ist seiner Lage nach auch durch die 
beiden Winkel w, und w, bestimmt, seiner Größe nach durch 
das Produkt adw,.a,dw,. Es ergibt sich, wenn unter Be- 
nutzung von (13) und (14) die Größen dA, und d4, an St 

von dw, und dw, eingeführt werden: ; 


rrd4,dA4, 
(50) dS= (a, + r,) (a, — 79) sin @, sin @, 
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(51) sin 0, = A, / (ag — 1 27% 4, (@_ — 


A (4, + 4,2: 27) 
(52) sin 0, = 4 WV wes (a, + / 1 + r) ’ 


a =a, +a,(1—cos@,), 


63) = + 2a, (a, —7,)(l —cos@,). 


Es ist nun sich (26) tangö und nach (25) F zu ie 
Zuerst soll die Integration nach 4, besprochen werden, d.h. 
die Bestimmung der Ausdrücke ways 


(54) [r cos a. dA, und [rr sin | 


wo nach (15) und (50) 


(a, +r,) (a3 — r,) sin @, . sin @, 
und f’ durch Gleichung (8) und die Erklärung zu Gleichung 2) 
definiert ist. Da in (55) nur r und sinw mit 4, veränder- 
lich sind, bleiben nach (54) und (55) zu berechnen die Aus- 
drücke: 


2nd 
( A sin @, cos —— dA, 
| 
sin @, 1 


Wenn diese Berechnung auf dem in den früheren Ab- 
schnitten dargelegten einfachen Wege möglich sein soll, so 
müssen die Bedingungen (I) bis (VIII) (p. 85, 87, 88, 89, 
98, 99) erfüllt sein. Hier brauchen nur die drei letzten unter- 
sucht zu werden, die fünf ersten werden als erfüllt angenommen. 
Um die Erfüllung von (VI) und (VII) oder der Gleichungen 
(47) und (48) zu prüfen, sind nach (44) und (45) die Ausdrücke 


zu berechnen, und es ist nachzusehen, ob die letzten Aus- 

drücke sämtlich gegen den ersten vernachlässigt werden können. __ 
Es werde =, 
(67) QnA 


gesetzt. Da nach Annahme (II) (p. 87) r und also auch 7 
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groß gegen A ist, so können für die Berechnung der ersten 
Zonen — ‘ob für die m ersten Zonen, muß erst noch unter. 
sucht werden und hängt von der Größe von m ab — in (52) 
die Glieder mit höheren Potenzen von A, vernachlässigt und r 
im Zähler von (50) konstant (=?) und nach p. 99 kann ebenso 
f’ konstant (= f’) gesetzt werden. Es sind nunmehr die Aus. 
drücke 


/ f cos % dx 
(8) 
/ 2 sin x d% 


(59) C= {r (a, +75) (a, + a, (1 — cos ©,)]}:y 2 
zu berechnen. 

Zur Berechnung von s, kann in (50) r konstant (=r), 
ebenso /'=f, und sinw, = sin®, gesetzt werden. Dann sind 
die Ausdrücke N 


on 2 nein @, 
4 und 


(60) 
B,=f, fsinz az 


r 27 sin o, 


zu berechnen. Es sollen die größten möglichen Werte der 
Reststücke berechnet und für diese der Index „max.“ an- 
geschrieben werden. Dann sind die Integrationsgrenzen 0 
und z:2 und nach (60) wird ane W 


(61) 


r 2 sin @, vib 
Die Berechnung von 4 und B nach (58), fir die erste Zone 
durch Reihenentwickelung, fiir die weiteren auf graphischem 
Wege ausgeführt, ergibt folgendes: Wird die Zoneneinteilung 
beim Pole begonnen, so sind die Grenzen einer Zone kr und 
(k+1)r, und es wird 


re 


(62) A = oy/ (1,826 —0,096 + 0,049 — 0,031 +-0,022— +...) 


(63) B = (1,188 —0,989 40,715 —0,609+ 0,581 
Berechnet man aber B nach den Ausführungen von p. 96, 


indem man die Grenzen der Zonen nach (k + 1)a:2 und 


@, 6 


(k + 3 
berec 
= (64) J 
> 
a 2 Die 1 
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(k+3)”:2 verlegt und das Stück von 0 bis #:2 
perechnet, so folgt: 


(64) B = oy/ (1,098 + 0,193 — 0,0784 0,05- 0,8 


Die in den Klammern stehenden Werte entsprechen den Be- 
trägen der einzelnen Zonen außer dem ersten Gliede in (64), 
welches der Integration von 0 bis 2:2 entspricht. Es ist also, 
wenn die vorletzten Glieder in den Klammern den Index m 
bekommen: 

S» in (62) gleich 0,031; in (63) gleich 0,609; in (64) gleich 0,028. 


Man sieht also, daß bei gleicher Größe von m mit (64) die 
gleiche Genauigkeit erreicht wird, wie mit (62), mit (63) aber 
eine weit geringere. Außerdem ergibt sich, daß 0, „,, schon 
für recht kleine Werte von m vernachlässigt werden kann; 
die in (62) und (64) ausgerechneten 6 Zonen würden schon 
ausreichen. Damit ist die Bedingung (VI) oder (47) erfüllt 
und, da m klein ist, so ist auch (VIII) (p. 99) erfüllt. Für 
die Summe der Klammerausdrücke ergibt sich, wenn nun SR 
natürlich die jeweils letzten Glieder mit s, bezeichnet und 
nach (44) und (45) nur zur Hälfte berücksichtigt werden, n 
(62) der Wert 1,259 und in (64) der Wert 1,235. Beide sind 
nahezu gleich dem Werte 1,254 = y(r:2), der bei enuer 
Rechnung herauskommen müßte, da die Integrale (58) bei 
Integration von 0 bis oo die sogenannten Fresnelschen Inte- 
grale!) darstellen. Die kleinen Abweichungen der hier ge- Erin 
fundenen Werte von den genaueren dürfte darauf zurückzu- — 
führen sein, daß auf die Zeichnung und Ausmessung der i 
Kurven keine allzugroBe Sorgfalt verwendet wurde. Es wird also: 

somit nach (58) und (57) eh 

w Sell ‘baie 


a 
en 
2) 
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und endlich nach (59) 
(66) A= B=/' {r(a, +r,)[a, +4, (1 — cos 0,)]:2}.y (A:4). 


Wenn nun die Größenverhältnisse von /’ und f’, sowie 


denn 


was von 7,, @,, a, und A und endlich die Grenzen der Wellen. u : 
BE? ays fläche (wegen der Betrachtungen von p. 100f.) bekannt wären, bis (7 
so könnte man durch Vergleichung von (66) und (61) über Dann 

das Verhältnis von |4)\max, und |B max. zu A und ein Urteil einand 
gewinnen. Sind jene Größen nicht ohne weiteres zu vernach. at A 
_ a ® lässigen, so kann man sich vorbehalten, nach Ausführung der Ba 
zweiten Integration den Einfluß aller Reststücke auf die Größe Bren 

ni von ö und F abzuschätzen und kann sie daher zunächst ganz soll D 

= ou weglassen und zur Integration nach 4, schreiten. Fiir diese 7 
ergibt sich z. B. aus (21), (55), (56) und (66), wenn das Produkt bis (2 
aller konstanten Größen in (6) 

(67) / i da di 

8 (a, + 79) (A, — 7)" cos (n ı 

gesetzt wird, Jdser 

(68) 0,0, =Kf7 VF V [ay + (1 — cos tang d 

sin 80 wi 


sin@w, ist durch (öl), # durch (53), f’ durch (6) und die Er- daher 

klärung zu (2) definiert, /’ ist der Wert von f” für 4, =0. sin (2: 

Aus (22) bis (24) folgen drei entsprechende Integrale; dabei wird positi 

(69) C,0,=8,0, wd 0,8, =8,8,. 
Das Integral (68) und auch die entsprechenden anderen 


unterscheiden sich von den Integralen (56) nur dadurch, dab 
in ihnen noch die Integrationsveränderliche in cos ©, vorkommt, 


Daher gilt von ihrer Berechnung auch dasselbe, wie von der 
Berechnung der Integrale (56). Insbesondere ist für die Be- Ausfi 
rechnung der ersten Zonen /’= const. = f,, gleich dem Werte halb 


von f’ am Pole der Wellenfläche zu setzen und ebenso 7=r,. 
Nur ist zur Gültigkeit der Bedingung (VIII) (p. 99) noch gleich 
notwendig, daß cos w, für die ersten m Zonen konstant gleich 1 
gesetzt werden kann und die Ausdrücke A, B, |A,Imax. und 
|B |max. sind durch etwas andere zu ersetzen. Wiederum ist (10) 
wie früher zu prüfen, ob die Reststiicke zu vernachlässigen 
sind. Daß das ohne weiteres der Fall ist, wird sich in den 
seltensten Fällen ergeben. Meist wird man die Prüfung des 


Einflu: 
Prüfur 

ER 

2 

ae 

re 
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Einflusses der Reststiicke auf ö selbst verbinden mit der 
Prüfung ihres Einflusses auf die Lage der Interferenzstreifen, 
denn die Berechnung dieser wird meist das Endziel der Auf- 
gabe sein. 

Es möge nun angenommen werden, daß die Bedingungen (VI) 
bis (VIII) (p. 98 f.) aus irgend welchem Grunde erfüllt sind. 
Dann werden die Ausdrücke (69) oder (21) bis (24) alle vier 
einander gleich, abgesehen vom Vorzeichen. Denn nach Fig. 2 
ist 4, positiv oder negativ, je nachdem r, größer oder kleiner 
als a, ist, oder je nachdem P innerhalb oder außerhalb der 
„Brennweite“ liegt. Die Nachbarschaft des ,,Brennpunktes“ 
soll nach Annahme (T) (p. 85) außer Betracht gelassen werden. 

Zwecks Bestimmung der Vorzeichen der Ausdrücke (21) 
bis (24) ist zunächst zu bemerken, daß f’ negativ ist. Denn 
in (6) ist die Größe cos(ar) — cos(no) nach Fig. 1 negativ, 
da die Fläche S eine Wellenfläche sein soll und somit 
cos(ng) = 1 ist. Dann sind innerhalb der Brennweite die 
Integrale (21) bis (24) sämtlich negativ, also ist nach (26) 
tang) = 0 und, da in (20) # und somit auch cosd positiv ist 
so wird ö=0. Außerhalb der Brennweite ist 4, negativ, 
daher wechseln die Integrale, unter welchen der Faktor 
sin(2r 4,:4) steht, ihr Zeichen und so werden (22) und (24) 
positiv, während (21) und (23) negativ bleiben. Dann wird 
tangö| =oo und, da nach (19) sind positiv wird, d= 2:2. 

Dann wird nach (18) 

8, = Fcosg innerhalb der Brennweite, 
s, = Fcos(p +2: 2) außerhalb der Brennweite. 


Nun ist noch F nach (25) zu bestimmen. Nach den obigen 
Ausführungen ist innerhalb der Brennweite der erste, außer- 
halb der zweite Klammerausdruck in (25) Null und die beiden 
Glieder des nicht verschwindenden Ausdruckes sind einander 
gleich. Daher wird #=2mal dem absoluten Betrage eines 
Ausdruckes, der nach Gleichung (68) und den daran geknüpften 


Ausführungen zu berechnen ist. Danach ist in (68) nach (51) 


2 
(70) sın @, = 12 4, / ee 


zu setzen und nur 


cos (2 m A, : A) 
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zu berechnen. Dieses Integral aber ist nach (65) gleich y (4:4) 
Hieraus und aus (68), (67) und (70) ergibt sich: 


(a, + 7%) (a, — 7) 


Wenn daher r, groß gegen a, und a, ist, so ist /’ in erster 
Annäherung proportional y (a, a,), da f, sich meist nur sehr 
langsam ändert. 

Zum Schlusse möge auch noch der Fall kurz betrachte 
werden, wo die Bedingung (VII) (p. 99) nicht erfüllt ist. Ys 
ist doch von Interesse, festzustellen, ob die Anwendung der 
Mascartschen Methode überhaupt noch einen Sinn hat, wenn 
z.B. nur sehr wenige Zonen vorhanden sind, so daß sicher. 
lich große Reststücke vorkommen müssen. Der größte Wert 
eines Reststückes wird sich zu dem ganzen Integral verhalten 
wie die Hälfte eines der Glieder der Reihe (57) zu deren Ge. 
samtsumme. Wenn z. B. die Wellenfläche nur aus etwa vier 
Zonen besteht, so würde die Hälfte des vierten Gliedes, 
ca. 0,3, im Verhältnis zum Gesamtwert, ca. 1,2, als größtes 
Reststück anzusehen sein, also 1:4 des Gesamtwertes. 

Die Berechnung der Phasenanomalie möge der Einfachheit 
halber in zwei Teilen nach den Gleichungen (32) und (87) 
vorgenommen werden. Wenn die Reststücke vernachlässigt 
werden, so sind alle Bedingungen erfüllt und es wird, wie 
aus den Ausführungen der letzten Seiten ohne weiteres er- 
sichtlich ist,  =8,, C,=S, und außerhalb der Brennweite 
wird d, =n:4, ö6,=n:4, ö=n:2, wie es sich schon auf p. 107 
ergeben hatte. Hat nun z. B. für das cos-Integral C, oder (, 
das Reststück seinen größten Wert, so ist es für 8, oder &, 
Null- und umgekehrt. Der ungünstigste Fall ist der, wo es 
der Größe einer Viertelzone (4:8) entspricht, also für das eine 
Integral +1:y2, für das andere —1:y2 seines größten Wertes 
beträgt. Dann hätte man für tangd, nach (32) statt 1:1 etwa 
zu schreiben 


tang J, = (1 +1:4Y2):(1—1:4yY2)= 1,42, 6, =55° statt 45° 
Wenn daher der Beobachtungspunkt P seine Lage ändert, 


schwankt ö, zwischen 35° und 55° hin und her. Ahnliches 
Teil der Phasenanomalie ö,. Es ist aber 
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anzunehmen, daß im allgemeinen der Fehler, mit welchem die 
gesamte Phasenanomalie ö= 0, +0, behaftet ist, dieses hier 
ausgerechnete Höchstmaß von ca. 25 Proz. nur für wenige 
Lagen des Punktes P erreichen wird, im übrigen aber viel 
kleiner sein wird. Für die Berechnung von Interferenzstreifen 
wird der verhältnismäßige Fehler noch auf ein Viertel dieses 
Wertes, also 6 Proz., verkleinert, da die Streifenbreite unge- 
fabr 22 beträgt. Es kann sogar vorkommen, daß der größte 
Teil dieses Fehlers ganz wegfällt, wie sich z. B. später beim 
Regenbogen zeigen wird. 

Zu diesem Fehler kommt nun noch ein weiterer dadurch, 
daß wegen der Reststücke die Größe F in (36) ebenfalls os- 
zillierend wird, aber dieser Einfluß ist auch nicht groß. Ähn- 
liches wie bei der hier betrachteten Sattelfläche, ergibt sich 
natürlich auch für alle anderen Fälle, in denen alle Be- 
dingungen außer (VII) (p. 99) erfüllt sind. Man sieht also, 
daß die Mascartsche Methode einer sehr weitgehenden An- 
wendung fähig ist und daß Mascart mit ihrer Einführung 
einen außerordentlich glücklichen Griff getan hat. 


4. Berechnung der Phasenanomalie einiger anderen Flächen. 


Es ist vielleicht von Interesse, einige verschiedene Werte 
der Phasenanomalie ö zusammenzustellen, welche man erhält, 
wenn die Wellenfläche in der Nähe des Poles verschieden ge- 
formt ist. Dabei soll angenommen werden, daß die Bedingungen 
(D) bis (VIII) erfüllt sind. Zunächst kann man aus der im 
vorigen Abschnitt behandelten Sattelfläche durch Variation der 
Halbmesser a, und a, auch ö für Kugel, Zylinder, konvex 
oder konkav von P aus gesehen, sowie für eine ebene Kreis- 
fläche ohne neue Rechnung herleiten. Die Ergebnisse sind 
in der unten folgenden Tabelle enthalten. 

Von besonderem Interesse ist es aber, auch Flächen mit 
nicht kreisférmiger Erzeugenden zu betrachten. Dabei soll 
zur Vereinfachung der Rechnung angenommen werden, daß der 
Punkt P von der Wellenfläche sehr weit entfernt ist. Dann 
liegt P bei konkaven Flächen immer außerhalb der Brenn- 
weite; die Fälle, wo P innerhalb der Brennweite liegt, sind 


u von geringerem Inter Interesse, Ist h die Hohe eines ee Zylinders, 
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s die Bogenlänge einer zu seiner Mantellinie senkrechte 
Schnittkurve, so ist 


(72) d8 = hds=h.dA], (43)]- 


Von den früher vorkommenden Größen 4, und 4, ist hie 
die eine, A,, gleich Null, die andere ist A genannt. Wege 
4, =0 verschwinden die Ausdrücke (22) und (24), weil sie die 
Größe sin(2 4,: 4) enthalten, und (26) reduziert sich auf 
(73) tgd = 0:8, 
denn auch die symbolische Schreibweise der Ausdrücke (21) 
bis (24) muß natürlich dem fehlenden A, entsprechend ab. 
geändert werden. Es ist 

cos aa, [f’f"sin S84 aa, 
und nach (15) und (72) 


(75) f"= ay [1 + |: 


dA Ab 
Die Kurve s (vgl. Fig. 3) habe jetzt die Gleichung 4 
(76) 4 = zx‘. 


Fig. 3. 
Diese Kurve schmiegt sich der z-Achse mehr an als der Kreis, 
Es ist nach (75) und (76) 
(77) f'=hy(1+16y 4°):(4Y 49). 


Die Berechnung von C und $ nach (74) und (77) kann, da die 
Bedingungen (VI) bis (VIII) erfüllt sein sollen, nach der auf 
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p. 94—95 angegebenen Methode durchgeführt werden. Es 
ist zu diesem Zwecke der Ausdruck 

1:/(—1:i8, i=y-1 
in reellen und imaginären Teil zu zerlegen. Dabei ist aber 


zu beachten, daß die vierte Wurzel mehrdeutig ist. Den An- 
haltspunkt für die Auswahl des richtigen Wertes gibt die 


A 199 
2 4 
(18) | (cos ey 4) dA und 4) dA 
0 0 


fir positive 4 ebenfalls positiv sein miissen, wie der Verlauf 
der Kurven, welche die zu integrierende Funktion darstellen, 
ohne weiteres ergibt. Zu diesem Zwecke muß von den Größen 
aund 5 in (41), da sie wegen des i im Nenner verschiedenes 
Vorzeichen haben, die eine positiv, die andere negativ sein. 
Es ergibt sich für ö der Wert 32:8; er gilt also für einen 
konvexen Zylinder von endlicher Höhe in großer Entfernung 
von P. 

Für den konkaven Zylinder folgt in gleicher Weise d=5n:8. 
Für die zugehörige Rotationsfläche, die man wohl als ,,Para-: 
boloid höherer Ordnung“ bezeichnen kann, benutzt man am 
besten ein ringförmiges Flächenelement und hat demgemäß 
in (72) für A einzusetzen 2az. Dann wird aus (77) und (76): 


19) f’= ay (l + 16y 49):(2y 4). 


Setzt man hiernach in (72) für j/ 4° ein yA, so ergeben sich 
Integrale von der Form (58) und diese sind nach (66) einander 
gleich. Setzt man aber in (73) Zähler und Nenner einander 


geich, so wird d=2:4 für die konvexe, ö=3n:4 für die 
konkave Fläche. 
Nimmt man statt der Kurve (76) die folgende Er Of alba 


A = 2'ls 


welche von der z-Achse in Fig. 3 weiter abliegt als der Kreis, 
% ergibt sich für den konvexen Zylinder ö=n:8, für den 
konkaven ö= 72:8 und für die zugehörigen Rotationsflächen 
§=—a:4 und ö=5n:4. 
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Fir die Kurve ithe 


endlich ergeben sich die Werte 7:6 und 52: 6, a:3 und 22:3 
Hier muß natürlich jede Hälfte der Zylinderfläche, in welche 
= sie durch die Wendelinie (x =0, 4=0) zerlegt wird, für sich 
betrachtet werden. 

Es mögen nun die für verschiedene Formen der Weller. 
fläche erhaltenen Werte von ö in einer Tabelle zusammen. 
gestellt werden. 

helle 


: bis (VIII) erfüllt sind und daß sich P bei Biudaner Krümmung außer 
halb der Brennweite befindet. 


2a x? 


„Kurve“ A=a'ls 


Kr) 
Rot.-Fl., konvex . . . . -n:4 0 n:6 4 
Zylinder, konvex. . . . n:8 m:4 n:3 32:8 
Sattelfliche. . . . . . (a : 2) n:2 (x : 2) (a: 2) 
Ebene. . . n:2 n:2 n:2 n:2 
Zylinder, 3n:4 2n:3 52:8 
Rot.-Fl., konkav . . . . 52:4 1 52:6 8:4 


Bei den Rotationsflächen ist zu beachten, daß die Ver. 
bindungslinie von P mit dem Pole die Rotationsachse bilden 
muß. Sonst kommen ganz andere Werte für ö heraus (vgl. 
den nächsten Abschnitt). 

- Die „Kurve“ ist bei der Rotationsfläche ein beliebiger 
durch die Rotationsachse gelegter ebener Schnitt, bei dem 
Zylinder die Kurve s der Fig. 3 und bei der Sattelfläche sind 
“a die den Kurven a, = const. und a, =const. der Fig. 2 ent 
sprechenden Kurven. Die Werte für Kreiszylinder und Kugel 
re können, wie schon -erwahnt, aus den allgemeinen Formeln 

a p. 102 ff. abgeleitet werden. Bequemer ist es aber, die Methode 

des gegenwärtigen Abschnittes, von Fig. 8 ausgehend, zu ver- 
wenden, da ja nur eine Integration erforderlich ist. Für die 
Kugel vom Halbmesser a, z. B. ergibt sich ohne Mühe unter 
7 Benutzung der Scheitelgleichung des Kreises (2a 4— 4? =2' 


dS = 22.a,d4 
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und nach (73) und (74) wird sh EN 


(81) tang d = | cos ass dA : [sin =5 2 


Zur „Ebene“ (worunter in der Tabelle eine Kreisfläche von 5 
endlichem Halbmesser, deren Mittelpunkt der Pol in bezug 2 aes 
auf P ist, verstanden wird) gelangt man von der Kugel, wem x 
man 4=O0 setzt. Dann wird in (81) im Zähler das Ian 
element beständig dA, im Nenner 0, man kann also die Integral- — 
zeichen weglassen und erhält tangd = co, d = w:2. 

Die Tabelle zeigt, daß die zusammengehörigen Werte fir 
konvexe und konkave Welle symmetrisch zu dem für oll 


der Zylinder wiederum liegt in der Mitte zwischen Kugel ru > Re = 
Ebene. Die beiden eingeklammerten Werte für die Sattel- FR. 7 Er 


fäche mit nicht kreisförmigen „Kurven“ wurden nicht be- 
rechnet, man kann sie aber wohl mit großer Wahrscheinlich- 

keit als m:2 annehmen. Die Summe der bei konvexer und 
bei konkaver Kurve erhaltenen Werte beträgt immer 2. Man 
kann daher den einen Wert aus dem anderen berechnen. 

Für Punkte innerhalb der Brennweite sind der Tabelle keine 
Werte beigefügt, da diese Fälle von geringerem Interesse sind, 
doch wurden zur Orientierung auch solche Werte berechnet; 
man kann sie aus den allgemeinen Formeln p. 102 ff. leicht 
ableiten. Das Ergebnis ist unter der Voraussetzung, daß P 
innerhalb der Brennweite, aber weder nahe am Brennpunkte 
noch nahe an der Wellenfläche liegt, das, daß für konvexe 
wie für konkave Welle mit großer Annäherung die gleichen 
Werte herauskommen, und zwar dieselben Werte wie für 
konvexe Welle bei großen Entfernungen von P. 

Der Betrag der Phasenanomalie ö ist also, wenn die 
Bedingungen (I) bis (VIII) gelten, im wesentlichen nur ab- 
hängig von der Form der „Kurve“ in der Gegend des Poles, 
aber nicht von dem Verlaufe der Funktion f (p. 86) solange 
diese endlich ist und mit wenigen Ausnahmen längs der 
„Kurve“ beständig ab- oder zunimmt, und auch nicht davon, 
ob die Kurve in dem gewöhnlichen Sinne konvex oder konkav 
ist, sondern ob sie dies im bezug auf den Beobachtungspunkt P 
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ist, d.h. ob P sich innerhalb oder außerhalb der Brennweite 
befindet. 

Endlich möge noch bemerkt werden, daß man aus dem 
für den Zylinder gefundenen Werte von ö den für die zu 
gehörige Rotationsfläche nicht dadurch finden kann, daß man 
den ersteren einfach verdoppelt. Wohl aber kann man in 
vielen Fällen dadurch zu dem richtigen Werte kommen, daß 
man die in (28) oder in (21) bis (24) vorkommenden Doppel- 
integrale durch Produkte von je zwei einfachen Integralen für 
die Zylinderfläche ersetzt, dadurch würde dann das Symbolische 
in der Schreibweise dieser Gleichungen wegfallen. Dieses ver- 
einfachte Verfahren ist, wie aus dem Inhalte des vorigen Ab- 
schnittes hervorgeht, immer dann anwendbar, wenn die Be 
dingungen (I) bis (VIII) erfüllt sind. 

Da in diesem Falle die Größe F durch Gleichung (71) 
bestimmt ist, kann man natürlich die Reihenfolge der Inte 
grationen vertauschen und dementsprechend die Bezeichnungen 
4, und 4, in den Gleichungen (32) und (37). 

; 5. Der normale Wert der Phasenanomalie. 

Die in der Tabelle auf p. 112 angegebenen Werte der 
Phasenanomalie für Flächen mit nicht kreisférmiger „Kurve“ 
waren alle unter der Annahme berechnet, daß die angegebenen 
Gleichungen der Kurve sich auf den Pol als Koordinaten- 
anfangspunkt und Tangente und Normale als Achsen’ beziehen, 
und daß der Punkt P von der Fläche sehr weit entfernt ist. 
Das letztere soll auch in diesem Abschnitte angenommen werden. 
Diese Annahme dient zur Vereinfachung der Rechnung. Man 
kann aber wohl annehmen, daß die Ergebnisse dieses Ab- 
schnittes auch gelten, wenn sie nicht erfüllt ist, wenn nur ? 
nicht in der Nähe eines Brennpunktes liegt. Dagegen soll 
jetzt P seitlich verschoben werden, so daß auch der Pol von 
dem bisherigen Koordinatenanfange wegwandert. Es wird sieh 
zeigen, daß die neue Scheitelgleichung der Kurve in erster 
Annäherung mit der Scheitelgleichung eines Kreises überein- 
stimmt, wenn der neue Pol dem alten nicht gar zu nahe liegt. 

Es sei die Scheitelgleichung einer zunächst beliebigen 
Kurve (Fig. 4) in der Form 
(82) 


sbib oie do 


y=f 


be 
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gegeben. Sie werde auf das neue Koordinatensystem (z, 
transformiert mittels der Gleichungen: 


=p+xsing — ycosg, 
(83) cotgg = 


p und g sind die auf das alte 
System (z’, y’) bezogenen Koordi- 
naten des neuen Nullpunktes. ini 
Denkt man sich die obigen 
Werte in (82) eingesetzt und 
entwickelt auf der rechten Seite  —__ 
in der Umgebung des Punktes 
(.=y=0) nach Potenzen von 
(zsing — y cos p), so ergibt sich Fig. 4. 


(») 


sin — cos @) 
f" 


z* sin? + y?cos®?p — 


(8 


Hier ist g = a p), weil g und p die Gleichung (82) befriedigen 
müssen, ferner ist zcosp = f'(p)xsing nach (83), es bleibt 
also von (84), wenn alle Glieder auf eine Seite gebracht werden 
und die Glieder mit höheren Potenzen von x und y als der 
zweiten weggelassen werden, übrig: 


ei 
en 
D- 


= 


a?sin?p + y?cos?p — 2rysinpcosg) — 
oder nach (83) und weil 1: sin? gy = 1 + cotg*¢ ist: 
(PP — ay — 2y Lo. 
Wäre die in Fig. 4 gezeichnete Kurve ein Kreis vom Halb- 
messer a, so wiirde dessen Scheitelgleichung lauten: 
(86) v+y?—2ay=0. 

Damit nun (85) und dann auch (84) mit genügender An- 
näherung in der Form (86) dargestellt werden kann, muß 

X. angenommen werden, daß gp weder nahe an 2:2 noch 

nahe bei O liegt. 

Liegt p nahe an =: 2, so ist das Weglassen der Glieder höherer 


sauce in (84) nicht mehr gestattet, weil die Größen /”” (a) Hr 
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ww. für kleine a groß werden Ist anderer 
seits g nahe hei Null gelegen, so ist f’(a) groß und es kam 
das Glied mit zy in (85) nicht vernachlässigt werden. Wen 
aber die Annahme (X) erfüllt ist, so reduziert sich in der Nähe 
des Punktes (x =0, y=0) die Gleichung (84) oder (85) auf (86) 
Die Punkte, in deren Nähe diese Reduktion nicht zulässig ist, 
können aber nur vereinzelt liegen, denn lägen sie unendlich 
dicht, so wäre die Kurve entweder ein Kreis oder sie hätte 
unendlich viele Wendepunkte. Solche Kurven sollen aber 
selbstverständlich von der Betrachtung ausgeschlossen sein. 

Der Koeffizient des Gliedes mit 2y in (85) ist der be 
kannte Ausdruck für den Krümmungshalbmesser. Bezeichnet 
man diesen für die beiden Integrationen mit a, und a,, % 
behält die Gleichung (71) auch hier ihre Gültigkeit. 

Das Ergebnis dieses Abschnittes läßt sich folgendermaßen 
aussprechen. Sind die Bedingungen (I) bis (VIII) erfüllt und 
befindet sich der Pol in einiger, aber nicht allzu großer Ent 
fernung von ausgezeichneten Punkten oder Linien der Wellen- 
fläche, so kann die Phasenanomalie fast immer mit genügender 
Annäherung gleich derjenigen gesetzt werden, welche sich ergibt, 
wenn die „Kurven“ oder Integrationslinien kreisförmig an- 
genommen werden, wie auch immer die Gleichung der „Kurven“ 
in der Nähe der ausgezeichneten Punkte lauten mag. 


6. Allgemeines über die Berechnung der Lage von Interferenz- 
streifen nach der Mascartschen Methode. 


Es sei eine zweipolige Wellenfläche gegeben mit den Polen B’ 
und B” (Fig. 5) was im allgemeinen!) dem Regenbogenproblem 
B' entspricht. Entsprechend (18) werde 
& 4 für die beiden Pole gesetzt: 
s = F’cos(g’ +0), 
s” = F’cos(p" + 0”), 
ferner 


Fig. 5. 


1) Es kann auch vorkommen, daß drei Pole berücksichtigt werden 
müssen, vgl. W. Möbius, 1. c. p. 117. 
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wo die Bedeutung von 4 aus Fig. 5 zu ersehen ist, und endlich ei u 
= 8" = Fcos(p +Ö). 


Dann ergibt sich ähnlich wie früher durch Elimination von p: ie = 


87) P= F'?+ cos +0’ — 


Gesucht ist die Lage der Maxima und Minima der Helligkeit, te 


Zu diesem Zwecke ist in (87) nach 4 zu differenzieren und 
dF*?:d4 =0 zu setzen. Dabei: soll bis auf weiteres voraus- 
gesetzt werden, daß 3’ — ö” konstant ist. Es ergibt sich: : 
ı „or AF” yA 
68 


2 
— 2% sin (724 ao. 


Es werde nun zunächst angenommen, daß F und F" zwar ver- a 
schieden, aber konstant sind. Bildet man dann den Ausdruck Be es 


8n® 

so ergibt sich aus (88) und (89), daß 

die Minima von F? bei 274 +0 — 0" =(2k+1)a, 


(89) 


90) 
| die Maxima von F? bei 
liegen, wo k eine ganze Zahl ist. Diese Lage ist also un- at 
abhängig von F’ und F”. Dieses Ergebnis ist eigentlich schon ER { 
von vornherein zu erraten, denn wenn zwei Lichtquellen mit re 
gleicher Amplitude Interferenzstreifen geben, so kann deren 
Lage durch VergréBerung der Amplitude einer derselben nicht > “4 
geändert werden; es ist ja nichts da, womit dieser UberschuB 
interferieren könnte. 3 
Jetzt sollen F’ und F” nicht mehr konstant, sondern Funk- 
tionen von A sein, die in dem betrachteien Gebiete von A be- 


ständig ab- oder zunehmen (einzelne Umkehrstellen sind gestattet) 
und zwar langsam ab- oder zunehme d 
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OF” :0A klein gegen F’ und F" selbst sind. Dann ist in (88) die 
Summe aller Glieder außer dem sin-Gliede eine kleine Größe, 
die wegen der cos-Glieder zwar oszilliert, aber in der Nähe 
der Nullstellen von 


sin + — 0”) 


oder der Maxima und Minima von F? konstant gesetzt werden 


kann. Wird hiernach in (88) 


1) 


2? 


gesetzt und angenommen, daß die Lage der Streifen von der 
durch (90) bestimmten infolge der Berücksichtigung von & 
und e, um &, und g, abweiche, so ergibt sich für die Lage 

| der Minima =(2k+1)a+(e, 
(91) 


Zha (e, +8): 


wo die oberen oder unteren Vorzeichen gelten, je nachdem 
e, + ¢, negativ oder positiv ist. Entsprechend (91) gilt e, —«, 
für die Minima, e, +e, für die Maxima. 

Es werden also alle dunklen Streifen bei negativen (posi- 
tiven) e, —e, ein wenig nach größeren (kleineren), alle hellen 
Streifen bei negativen (positiven) e, +e, ein wenig nach kleineren 
(größeren) 4 verschoben. Dabei werden die hellen (dunklen) 
Streifen stärker verschoben, wenn e, und e, gleiches (ver- 
schiedenes) Vorzeichen haben. 

Diese Korrektion bedingt prinzipiell eine größere An- 
näherung an die Integrationsmethode als Mascart selbst bei 
Gleich- und Konstantsetzung von F’ und F” erreicht hat), | 
aber praktisch kann sie meist doch vernachlässigt werden, 
denn die Größen 0/’:04 und OF”:0/4 nehmen, wenn die 
Wellenfläche die Nähe von Brennpunkten vermeidet (Be 
dingung III, p. 88), nur in der Nähe ausgezeichneter Linien 
der Wellenfläche größere Werte an, dort aber können genaue 
Resultate nur von der Integrationsmethode erwartet werden. 
Genaueres hierüber im nächsten Abschnitt. 


1) Vgl. E. Mascart, l.c. p. 400; der dort vorkommenden Größe « 
ist hier eine Potenz von 4 proportional. 
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Eine dreipolige Wellenfläche muß der Berechnung der im 
Ultramikroskop auftretenden Beugungsringe zugrunde "gelegt 
werden, in manchen Fällen auch dem Regenbogenproblem. ') 
Man erhält dann statt (87) den Ausdruck 


” 2 un 
A 


wo 4,, usw. die geometrischen Wegedifferenzen je zweier Pole 
bezeichnen. Die Berechnung der Streifenlage durch so ein- 
fache Gleichungen wie (90) und (91) ist dann nicht mehr möglich. 
Aber das wichtigste Ergebnis der letzten Seiten hat, mit einer 
gewissen Einschränkung, auch hier, sowie für mehr als drei 
Pole, wieder Geltung: Wenn die Produkte 7’ F” usw. alle 
nicht sehr voneinander verschieden sind (das ist die Ein- 
schränkung) und sich bei Veränderung der Lage von P wenig 
ändern, dann können sie alle einander gleich und konstant 
gesetzt werden und brauchen somit nicht bekannt zu sein, 
wenn bloß die Zage der Interferenzstreifen bestimmt werden soll. 
Aber auch dann, wenn die Produkte 7’ F” usw. nicht 
einander gleich sind, versagt die Methode noch nicht, denn es 
genügt, diese Größen angenähert zu berechnen, um die Lage 
der Streifen hinreichend genau zu bestimmen. Graphisch muß 
diese ja sowieso bestimmt werden, und da macht es nicht 
allzuviel aus, ob die Produkte berücksichtigt zu werden brauchen 
oder nicht. 
Laib 


+ 2P" cos +0” 


7. Anwendung auf das Regenbogenproblem. 


In Fig. 6 soll der Kreis den Querschnitt eines Wasser- 
tropfens darstellen, die Pfeile den Weg der parallel zur &-Achse 
tinfallenden Lichtstrahlen. Die Wellenfläche ist eine Rotations- 
fiche, die durch Rotation der Wellenlinie « um die &-Achse 
entsteht. Die Wellenlinie hat, wie man sieht, zwei Wende- 
= also die Wellenfläche drei Pole, von denen aber im 
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allgemeinen!) nur zwei, B’ und B”, berücksichtigt zu werden 
brauchen. 


ılam, 

wid ail 


Es werde von vornherein angenommen, daß die Bedingungen(]) 
bis (V) erfüllt sind. Die erste Integration nach A, werde ent- 
lang der Parallelkreise vorgenommen, welche die Punkte der 
Wellenfläche bei der Rotation beschreiben. Geht man von dem 
Wellenäquator, auf dem die Pole liegen, aus, so nimmt, wie 
die Rechnung zeigt, das Produkt f’ f” (Gleichung (6) und (15)) 
zunächst ab, dann aber wieder zu bis zu einem Werte, der den 
Anfangswert noch übersteigen kann. Es werde nun auf der 
Wellenfläche die Linie gezogen, welche die Stellen der Minima 
von f’ f” verbindet. Integriert man dann vom Wellenäquator 
bis zu dieser Linie, so sind, wenn die Wellenfläche nicht nur 
einige wenige Zonen umfaßt, die Bedingungen (VI) bis (VII) 
(p. 98f.) erfüllt, da das Minimum von f’ f” hinreichend klein 


1) Vgl. Anm. p. 116. 
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gegen den Wert ist, den es in der Nähe des Poles hat; die 
Ausrechnung dieser Werte kann hier nicht wiedergegeben 
werden. Dadurch wird zwar die ,,Kurve“ für positive 7 
konkav, für negative konvex, was dem Einteilungsprinzip von 
p. 91 widerspricht, aber das hat für das Folgende weiter 
keine Bedeutung, wie sich gleich zeigen wird. Die Phasen- 
anomalie d, (Gleichung (32)) braucht dann überhaupt nicht be- 
rechnet zu werden. 

Die zweite Integration nach 4, wird längs des Wellen- 
äquators ausgeführt. Zuvor ist aber nach p. 89 die Wellen- 
fläche in zwei Teile zu zerlegen, deren jeder einen Pol ent- 
hält. Der zum Pole 3” in Fig. 6 gehörige Teil werde begrenzt 
von dem durch den Wendepunkt W gehenden Parallelkreise 
und einem Stück der obenerwähnten Linie, welche die Stellen 
der Minima von f’ f” auf den einzelnen Parallelkreisen ver- 
bindet. Alles übrige gehört dann zu B. Die Integration 
nach A, für 3’ zerfällt in zwei Stücke, in welchen der erste 
Teil ö, der Phasenanomalie verschiedene Werte hat. Das erste 
Stück geht vom Wendepunkte W bis zum Mittelpunkte 7 = 0 
der Wellenlinie, das zweite Stück von da bis zu ihrer oberen 
Spitze in Fig. 6. An beiden Grenzen dieses zweiten Stückes 
hat aber das Produkt f’ f” den Wert Null. Wenn daher die 
Bedingung (VI) (p. 98) erfüllt ist, was ja zur Anwendung der 
Mascartschen Methode erforderlich ist, so ergibt dieses Stück, 
nach dem Zonenprinzip (Gleichung (49)) ausgewertet, nur einen 
sehr kleinen Wert, weil in (44) und (45) schon für m = 1 sowohl 


5,5, und 0, „4 als auch s, ö,_, und s, klein werden. 


Da dieses Stück also ganz unberücksichtigt bleiben kann, hat dee: ; 


der erste Teil 0, der Phasenanomalie überall denselben Wert 


und liefert daher zu der Größe 5’ — 0” in (88) keinen Beitrag. 


Für den zweiten Teil ö, der Phasenanomalie (Gleichung(37)) 
und die zu ihm gehörige Amplitude 7, ist in der Nähe des 


Wendepunktes, eines ausgezeichneten Punktes der Wellenlinie, ; 


die Bedingung (VIII) (p. 99) nicht erfüllt, welche zu den 
Voraussetzungen für die Anwendbarkeit der Mascartschen © 
Methode gehört. Wenn daher jetzt für das Folgende ange- 


nommen wird, daß die Wellenlinie hinreichend kreisförmig ist, so re 


wird man zwar im allgemeinen erwarten dürfen, daß die Mas- © 
cartsche Methode nahezu dieselbe Lage der Streifen ergibt, 
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wie die Integrationsmethode, bei den in der Nähe der Wende. 
normale liegenden Streifen aber muß man auf größere Ab 
weichungen gefaßt sein. 

Aber auch die Bedingung (VII) (p. 99) kann nicht ohne 
weiteres als erfüllt gelten. Die Integrationen, welche zur 
Berechnung der Größen 3’ und ö” führen, sind vom Pole aus 
einerseits bis zum Ende der Wellenlinie zu führen, — und dafür 
sind, wie hier nicht näher bewiesen werden kann, die Be 
dingungen (VI) und (VII) (p. 98f.) erfüllt — andererseits ist 
aber noch vom Pole bis zum Wendepunkte zu integrieren, und 
da ist (VII) nicht erfüllt, d.h. die Reststücke sind nicht zu 
vernachlässigen. Es sind vielmehr Reststücke von der Größen. 
ordnung der halben Glieder der Reihe (63) anzunehmen, welche 
für 0’ und ö” oszillierende Werte ergeben. 

Berechnet man zunächst unter Vernachlässigung der Rest- 
stücke die Größe 


(93) tang (0° — 0’) = 


sin 0’ cos 0” — cos ö’ sin 0” 


cos 0’ cos 0” + sin 0’ sind 


Hay 
durch Einsetzung der Werte sin 0’ usw. aus (35) und Rechnen 
nach p. 94—95, so werden die beiden Integrale, welche 
cos ö’ und cos 6” darstellen, einander gleich, die beiden anderen 
entgegengesetzt gleich, so daß in (93) der Nenner Null wird, 
während der Zähler von Null verschieden bleibt. Daher wird 
tang (0’— 0”) = — oo,  — ö"=—n:2. Durch Einsetzen dieses 
Wertes ergibt sich aus (91) 


für die Minima: = + —4,), 


für die Maxima: 244 44), 


Die in (90a) vorkommenden Größen e, und e,, aus welchen 
sich ¢, und e, ergeben, bestimmen sich aus den Veränderungen 
von F' und F”. Diese setzen sich zusammen aus einer all 
mählichen Ab- oder Zunahme vom Wendepunkte aus, auf die 
hier nicht näher eingegangen werden kann, und aus periodischen 
Veränderungen, welche durch die Reststücke hervorgebracht 
werden. Die ersteren können leicht durch Berechnung an 

dargestellt werden, die genaue Be- 
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ung der letzteren dagegen würde sehr umständlich werden. 
Man wird sich daher im allgemeinen mit der auf p. 108—109 
ausgeführten Berechnung der größten möglichen Fehler be- 
ne # gaigen können, zumal für den Regenbogen durch Vergleichung 
ur # mit den Ergebnissen der Integrationsmethode festgestellt werden 
us # kann‘), daß die Mascartsche Methode auch bei Vernach- 
tir 


lissigung der Reststiicke außer für die ersten Streifen nahe 

der Wendelinie sehr gute Ergebnisse liefert. 
st Will man aber den Einfluß der Reststücke unabhängig 
ud § yon der Integrationsmethode untersuchen, so kann man aus 
m § (87) eine Näherungsformel für 7? dadurch herleiten, daß man 
F’? und für eine Reihe verschiedener Werte von 4, 
e etwa fir A=1:4, 24:4, 34:4 usw. angenähert berechnet. 

Aus einer solchen Reihe von Zahlen wird sich leicht die be- 
t # treffende Größe angenähert als eine Funktion von 4 darstellen 
lassen, welche ein kleineres in A periodisches und ein größeres 
nieht periodisches Glied enthält. So können alle in (87) vor- 
kommenden Größen, soweit sie oszillierend sind, mit hinreichen- 
der Annäherung als Funktionen von 4 dargestellt werden, 
ud aus der so entstehenden Annäherungsformel kann man 
dann den Einfluß der Reststücke auf die Streifenlage leicht 
ersehen. 

Zum Schlusse noch einige Bemerkungen über die in der 
Nähe der Wendenormale liegenden Streifen. Für den Wendepunkt 
ist die Wellenlinie nicht genügend kreisförmig, ihre Gleichung 
hat dort vielmehr?) die Form (80), abgesehen von einem kon- 
stanten Faktor. Zur Berechnung von 0’ und 0” müßte die 
Gleichung (37) benutzt werden, da die Wellenlinie der zweiten 
Integration entsprechen soll. Man kann aber nach den letzten 
Zeilen des vierten Abschnittes auch diese Integration als erste 
ansehen und Gleichung (32) benutzen, d. h. man kann die 
' ff Werte ö und ö” aus der dritten Spalte der Tabelle p. 112 
entnehmen; es sind die für den Zylinder berechneten Werte. 
Es ist somit ö’ = 2:38, 0” = 22:38,  —ö’=— 2:8, während 
in einiger Entfernung vom Wendepunkte ’ — 0” = — a: 2 ist. 


1) E. Mascart, 1. c. 1. p. 400. 
2) G. B. Airy, Trans. of the Cambr. Phil. Soc. 6. p. 379. 1838 oder 
Pogg. Ann. Erg.-Bd. p. 232. 1842. 
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Man könnte nun versuchen, die Größe 3’ — 0” zwischen 
ihren beiden Grenzwerten durch Berechnung einiger Zwischen. 
werte graphisch darzustellen. Das würde aber, abgesehen 
davon, daß es sehr mühsam sein würde, doch nicht zu einer 
hinreichend genauen Berechnung der Lage der ersten Streifen 
führen. In dieser Gegend häufen sich die Abweichungen von den 
vereinfachenden Voraussetzungen der Mascartschen Methode 
so, daß nur die Integrationsmethode brauchbare Resultate 
liefert. Man braucht aber glücklicherweise nicht jeden einzelnen 
Fall neu zu berechnen, sondern es genügt, wenn überhaupt 
einmal eine Berechnung der Streifenlage ausgeführt worden ist, 

Die Mascartsche Methode, sowie auch die Methoden von 
Airy!) und Stokes?) führen nämlich dazu, die Lage der 
Streifen durch eine gewisse Größe (bei Mascart z genannt) 
zu definieren, welcher hier eine Potenz von A proportional 
ist. Diese Größe z hat allgemeine Geltung und erst der 
Winkel 9 (Fig. 6) ist außer von z noch von Brechungsver- 
hältnis, Durchmesser und Wellenlänge abhängig. Die Werte 
von z, welche nach der Mascartschen Methode herauskommen, 
unterscheiden sich etwas von denen der strengeren Airyschen 
oder Stokesschen Methode, und zwar beträgt der Unterschied 
beim ersten hellen Streifen ca. 10 Proz., beim ersten dunklen 
Streifen schon weniger als 2 Proz. und bald wird er unmerk- 
lich. Wenn man daher bei Berechnung der ersten Streifen 
die Airy-Stokesschen Werte statt der Mascartschen für z 
einsetzt, so ist ein sehr befriedigendes Ergebnis zu erwarten. 


wah Anwendung auf die Beugungserscheinungen im 
Ultramikroskop.°) 


Bekanntlich bestehen die „Beugungsscheibchen“, welche man 
bei unscharfer Einstellung eines Mikroskopes auf ein beugendes 
Teilchen bei Dunkelfeldbeleuchtung sieht, aus einer Reihe von 
konzentrischen, im einfarbigen Lichte hellen und dunklen Ringen. 
Diese Erscheinung wird nicht wesentlich verändert, wenn man 


1) Vgl. Anm. 2 p. 123. 

2) Vgl. Anm. 3 p. 94. 

3) Vgl. p. 202 in K. Potzger, Die Beugungserscheinungen im Ultra- 
mikroskop, Diss. Leipzig, gedruckt in den Ann. d. Phys. 30. p. 185. 1909. 
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jas gewöhnliche Mikroskopobjektiv durch eine einzige plan- 
konvexe Linse ersetzt, Homogenimmersion anwendet und an 
Stelle des Okulares ein auf Unendlich eingestelltes Fernrohr 


benutzt. 


Durch diese Änderungen wird die Rechnung sehr ver- 
einfacht. Man erhält eine dreipolige Wellenfläche und zwar 
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Fig. 7. weelh fos 


eine Rotationsfläche, deren Achsenschnitt, die Wellenlinie, eine 
ähnliche Form hat wie die Kurve o in Fig. 6. Fig. 7 gibt 
den mittleren Teil der Wellenlinie in starker Verzerrung wieder. 
Um ein Bild von ihrer wirklichen Form zu bekommen, muß 
man sich die beiden Enden noch 20 m weit nach rechts fort- 
gesetzt und die zur Achse senkrechten Abmessungen noch 
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Mal denken. Das Ganze iat dann 


zu verkleinern, daß der größte mögliche Wert von 4,, (Fig?) 
einige Wellenlängen beträgt. 
=. Zum Unterschied vom Regenbogen sind hier alle dra 
Pole B’, B’, B’” reell und die Größe f” (Gleichung (8)) ist entlang 
des größten Teiles der Wellenlinie nahezu konstant und fällt 


nur an den Enden rasch auf Null ab, während sie beim Regen. 


bogen in der Achse noch eine Nullstelle hat. 
Die Einteilung der Wellenfläche in drei Teile kann in 
4 ganz ähnlicher Weise erfolgen wie beim Regenbogen. Der zum 


E Pole (B”) (Fig. 7) gehörige Teil entspricht dem des Poles # 


in re. 6. Alles übrige gehört beim Regenbogen zum Pole B, 
hier aber muß dieses Stück nochmals geteilt werden und dies 


geschieht am besten durch die auf p. 120 erwähnte Linie der 
Minima von {’f”. Da die Beugungsscheibchen im allgemeinen 


nur aus wenigen Ringen, bei genauester Einstellung nur aus 


einem hellen Fleck und einem sie umgebenden Ringe bestehen, 
so wird auch die größte geometrische Wegedifferenz zweier Pole 
nur wenige Wellenlängen betragen, die Reststücke werden 
‘ daher größer und die Genauigkeit, die bei Anwendung der 


_ Mascartschen Methode erreicht wird, wird verhältnismäßig 


ein wenig geringer sein als beim Regenbogen. 
Die Lage der Beugungsringe, d.h. ihr Winkelabstand # 


a von der Achse in Fig. 7, wird durch graphische Darstellung 


des Ausdruckes (92) bestimmt. Die drei Amplituden 7’, F”, P" 


wurden von Herrn Potzger in erster Annäherung konstant 
gesetzt. Sie auszurechnen, ist für den Zweck der vorliegenden 


An. Arbeit nicht nötig. Es kommt dabei, wie man aus den fol 


genden Ausführungen ersehen wird, auf große Genauigkeit gar 


_ nicht an. Versuchen wir, sie an der Hand von Fig. 7 abzu- 


schätzen. Für ihre Berechnung ist Gleichung (71) maßgebend 
und in dieser wiederum die Größe y(a, a,), wo a, und a, die 
-am Pole zu berechnenden Krümmungshalbmesser der beiden 
Bone sind, längs welcher integriert gedacht wird. Die erste 
Integration soll wieder längs der Parallelkreise vorgenommen 
werden, wie beim Regenbogen. Die zweite Integrationskurve 
ist natürlich die Wellenlinie. 

> Betrachten wir zunächst die Lage der Pole, wie sie in 


Fig. 7 angenommen ist, und setzen für den Pol B’ den Halb- 
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messer des Parallelkreises gleich a,, so ist er für 3” ungefähr % 
8a,:3, für 3” etwa Ta,:2. Die Halbmesser der Wellenlinie 
verhalten sich in B’, B”, B” ungefähr wie 3:2:1, wir setzen 
sie also gleich 3a,, 2a,.a,. Dann ist 


und unter Weglassung von a, a, wird 


PERS. 


Diese Werte gelten also für eine Lage des Punktes P etwa in 
der Mitte zwischen Achse und Wendenormale. Für eine Lage __ 
mehr in der Nähe der Achse werde der Halbmesser des — 
Parallelkreises für B’ gleich a,, für B” gleich 5a, gesetzt, — 
dann wird er für 3” ungefähr gleich 6a,. Die Halbmesser 
der Wellenlinie verhalten sich etwa wie 5:4:3. In der Nähe 
der Wendenormale endlich werden die Halbmesser der Wellen- 
linie für 3’ und B” sehr groß, es möge dafür symbolisch das 
Zeichen oo gesetzt werden. Insgesamt ergibt sich: 

. Nähe der Achse . . . . 10 9,5 19 

Mittlere Lage. . .. 4 8,2 | 4,3 


Nähe der Wendenormale . © Vo Yo. 


s 


Je drei dieser Zahlen, die in einer Zeile stehen, haben 
natürlich nur in ihrem gegenseitigen Verhältnis eine Bedeutung. 
Der Wert co wird nur in einer solchen Nähe der Wende- 
normale erreicht, wo kein Streifen mehr liegt. Aber wenn 
auch für Yoo nur 2 oder 3 gesetzt werden kann, so genügt 


werden soll, deutlich hervortreten zu lassen. Die obige 
Tabelle zeigt, daß die Produkte /’ FP” usw. außer in der 
Nähe der Achse und der Wendenormale von derselben Größen- 
ordnung sind. ai 
Die Größen F’, F", F" sind natürlich auch nicht konstant; 
sie nehmen langsam ab oder zu und erleiden durch Einwirkung En 
der Reststücke noch kleine Oszillationen, aber diese Verände- 
rungen können hier unberücksichtigt bleiben, denn sie sind 
klein gegen die Oszillationen der drei letzten Glieder in (92). _ 


1) Das Zeichen ~ bedeutet die Proportionalität. " 
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Nun sind “noch die Phasenanomalien a’, 3”, ro zu be 
stimmen. Ahnlich wie beim Regenbogen sehen wir von de 
nächsten Nähe der Achse und der Wendenormale ab uni 
nehmen kreisférmige ,,Kurven“ (im Sinne der Tabelle von p. 119 
an. Dann bekommen wir für B’ eine zweifach konvexe Flach 
ähnlich der konvexen Kugel in der Tabelle von p. 112 und 


für B” eine Sattelfläche und 


O’= 2:2 ate 
fir B” eine zweifach konkave Fläche und 
= 2. 


; Alle drei erleiden noch gewisse Oszillationen durch die 
Reststücke, aber der größte Teil davon wird sich bei de 
Auswertung der Gleichung (92) wieder herausheben, ähnlich 
wie es beim Regenbogen durch Vergleichung mit der Integration 
gezeigt wurde. Durch Einsetzen der Werte 0, 2:2, a für J, 
6”, Oo” wird aus (92) 


| P24 2 P’sin(2a 44:2) 
—2F P” cos (2 A,,:2) + 2P" FP” sin (2 


und es ist nach Fig. 7 abel 
(95) 


Die Größen sin (22 A,,:X) usw. in (94) mögen zur Abkürzung 
so geschrieben werden: 


“ig> Sag 


Aus dem Vorstehenden lassen sich nun Schliisse ziehen 

für die Lage der Beugungsringe. Da, wie schon erwähnt, die 

_ QOszillationen von F’, F”, F’” klein sind gegen die der Größen 
8199 So wird die Intensitätskurve, welche den Aus 
_druck (94) darstellt, sich vor allem aus drei Schwingungen ver- 
schiedener Periode zusammensetzen und wird, in ihrer ge 
samten Ausdehnung betrachtet, die bekannte Erscheinung von 
‘Schwebungen zeigen. Es werden zwar die Maxima und 
Minima der drei einzelnen Schwingungen im allgemeinen auch 
im dieser Kurve hervortreten, aber es werden Gebiete, wo sie 
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stark ausgeprägt sind, mit solchen, wo sie verwaschen sind, 
abwechseln. 

Nun ist die Periode von s,, im allgemeinen viel größer 
als die von c,, und s,,. Ferner läßt sich zeigen, daß immer 


die Gebiete stark ausgeprägter Maxima und Minima der > 


Größe —c,,+ s,, auf die Maxima von s,, fallen, die Gebiete 
verwaschener Maxima und Minima auf die Minima von 8,,. Denn 
die Maxima von s,, liegen bei 4,, = 1:4, 54:4 usw., die Minima 
bi 4 = 34:4, 74:4 usw. Dann ist aber für die Maxima von 
s,, wegen (95), ec; =— s,; und für die Minima von s,, wird 
&5= 53, dadurch aber ist die obige Behauptung bewiesen. 
Die verwaschenen Gebiete werden bei der Beobachtung 


sicher als breite dunkle Ringe angesehen werden. Die scharf — 


ausgeprägten Maxima von — c,,+ s,, aber werden nur dann 
getrennt beobachtet werden, wenn sie nicht gar zu eng bei- 
einander liegen und wenn die Amplitude von s,,, die Größe 
FF", nicht größer ist als die Amplituden von — c,, und s,,. 
Andernfalls wird man ein Gebiet ausgeprägter Maxima und 
Minima von —c,,+s,, nur für einen einzigen hellen Ring 
ansehen. Um diese Art der Beobachtung herbeizuführen, ge- 
nügt es schon, wenn die erstere Amplitude zwei oder dreimal 
so groß ist wie die beiden anderen, da die relativen Hellig- 
keitsunterschiede zwischen Maximum und Minimum noch da- 
durch, daß die Minima längst nicht Null sind, herabgedrückt 
werden. Die Intensitätskurve zeigt daher breite vielzackige Er- 
hebungen und ebenfalls breite aber fast ungezackte Senkungen. 
Wenn aber die Periode von s,, nicht viel größer ist als 
die von c,, und s,,, so werden auf ein Maximum von s,, nur 
ein oder zwei Spitzen aufgesetzt sein, und wenn die Amplituden- 
produkte #7’ F” usw. von gleicher Größenordnung sind, so 
werden sich diese Spitzen auch getrennt beobachten lassen. 
Das letztere wird dann zutreffen, wenn nur wenige Ringe 
auftreten. Denn dann werden die hellen und dunklen Ringe 
kaum in die sehr kleinen Gebiete nahe der Achse und der 
Wendenormale hineinragen, wo die Amplitudenprodukte nicht 
alle von gleicher Größenordnung sind. Daher werden Maxima 
überall da beobachtet werden, wo starke Maxima von —c,,+ 553 
legen, Minima, wo ebensolche Minima liegen, und außerdem 
toch dort, wo die Minima von s,, liegen. 


Annalen der Physik. 1V. Folge. 33 21% 9 vee, Th 
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byes Nun zeigt die Rechnung!) — und es würde sich vielleicht 
Bu a auch aus den Formeln unmittelbar ableiten lassen —, daß in 


SR der Nähe der Achse die Periode von s,, gleich der von 
a ist, die von s,, aber nur halb so groß. Geht man in der 
er! Richtung nach der Wendenormale hin, so nimmt die Periode 
Be von s,, zu, die von c,, ab, und die von s,, verändert sich 
Br nicht sehr. In der Nähe der Wendenormale werden die beiden 


BR größeren Anzahl von Ringen nur einen Bruchteil der ersteren, 
2 nn. bei zwanzig Ringen etwa ein Achtel. Da in diesem Falle zu. 
= folge der Tabelle von p. 127 das Amplitudenprodukt 7’ F” die 
beiden anderen auf einem größeren Gebiete merklich überwiegt, 
werden zufolge p. 129 breite helle Ringe auftreten. In den 
mittleren Gebieten des Ringsystems wird die Beobachtung 
ähnlich der bei wenigen Ringen sein, und in der Nähe der 
Achse gilt dasselbe, nur daß wegen der Tabelle von p. 127 
die Maxima ‚und Minima von s,, von überwiegendem Einfluß 
sein werden. 

Die vorstehend besprochenen Erscheinungen zeigen im 
wesentlichen auch die drei von Hrn. Potzger angegebenen 
Beobachtungsreihen (Tab. 6, 7 und 8). Tab. 8 (p. 220) ist be- 
sonders lehrreich, obgleich sie nur die Messungen für den 
13. bis 20. Ring enthält. Die meisten der angegebenen Maxima 
und Minima fallen mit solchen von s,, nahe zusammen, wie 
die hier nicht wiedergegebene Zeichnung der Intensitätskurve 
nach Gleichung (94) zeigt. Der Abstand des 15. und 17. Mini- 
mums ist so groß wie sonst der Abstand zweier benachbarten 
Minima, dazwischen aber ist noch ein weiteres eingeschoben. 
Ähnlich ist es in der Tabelle der Maxima. Daß die Ringe 
nach außen hin sehr breit werden, ist ebenfalls deutlich zu 
erkennen. 

Zum Schlusse ist noch eine Bemerkung bezüglich der 
Phasenanomalie zu machen. Hr. Potzger hat seiner Rech- 
nung eine zylindrische (statt der Rotations-) Wellenfläche zu- 
grunde gelegt, in der Annahme, daß das hier ebensogut zu- 
lässig sei, wie beim Regenbogen. Das ist aber wegen des 
dritten Poles 3” nicht der Fall. Die Betrachtungen von 


IR letzteren nahezu einander gleich und betragen bei einer 


1) Vgl. K. Potzger, |. c. p. 218—219. Tab. 5. 
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p. 128 ff. bleiben trotzdem in Geltung, so daß die gegenseitigen 
Abstände der Ringe nicht wesentlich anders werden. Uber 
die Abstände der Ringe von der Achse aber läßt sich noch 
nichts Bestimmtes aussagen, da ja bei den Beobachtungen 
auf das berechnete Ringsystem der Tabelle 6 eingestellt und 
dann durch Verschieben des betrachteten beugenden Teilchens 
um ein bestimmtes Stück die Ringsysteme der Tabellen 7 
und 8 hergestellt wurden. MASTER 

In der Einleitung wurden Veranlassung und Zweck der vor- 
liegenden Arbeit auseinandergesetzt: die ungenügende Kenntnis 
der Phasenanomalie bei Anwendung der Mascartschen Me- 
thode, der Wunsch, die Phasenanomalie in jedem Falle leicht 
bestimmen und die Mascartsche Methode aus der Integrations- 
methode herleiten zu können. 

Im ersten Abschnitt wurde an der Hand der vorhandenen 
Literatur gezeigt, daß eine wirkliche, durch Beugung zustande 
kommende Phasenanomalie existiert, welche bei der Mascart- 
schen Methode berücksichtigt werden muß, und welche mit 
der rechnerischen Phasenanomalie, die nur durch Anwendung 
ds Huygensschen Prinzips in seiner alten, Fresnelschen 
Passung bedingt wird, nicht identisch ist. 

Im zweiten Abschnitt wurde die Mascartsche Methode 
aus dem Huygensschen Prinzip (in seiner Kirchhoffschen 
Fassung) abgeleitet. Das Wesentliche an ihr ist die Ersetzung 
diner einpoligen Wellenfläche durch eine von dem Pole aus- 
gehende Schwingung von bestimmter Phase und Amplitude, 
deren Berechnung entweder einfach oder nicht notwendig ist. 
Eine mehrpolige Wellenfläche wird in mehrere einpolige Stücke 
wrlegt. Die eben erwähnte Amplitude könnte man vielleicht 
„wirksame Amplitude‘‘ nennen. Der Allgemeingültigkeit dieser 
Ableitung stehen zunächst gewisse Hindernisse entgegen, welche 
af dem Vorhandensein der Reststücke beruhen. Es werden 
ıın Annahmen gemacht, bei deren Bestehen die Mascart- 
she Methode ohne weiteres anwendbar ist. Die meisten 
dieser Annahmen haben nur die Bedeuturg einer Zahl. Je 
tiher diese Zahl einer gewissen Grenze liegt, desto genauer 
arbeitet die Mathntsy,: und je ferner sie der Grenze liegt, Bun 
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geringer wird die Genauigkeit. Es wurde aber auch (am 
Ende des dritten Abschnittes) ausgerechnet, daB die Methode 
selbst im ungünstigsten Falle nicht ganz versagt, wenn nur 
die Phasenanomalie bei Außerachtlassung der Reststücke auf 
einfache Weise gefunden werden kann. Später, bei Anwendun 
auf Regenbogen und Ultramikroskop, zeigte sich, daß der 
störendste Teil der Reststücke auf die Berechnung der Streifen. 
lage keinen Einfluß hat, wie der allerdings nur beim Regen. 
bogen mögliche Vergleich mit den Ergebnissen der Integrations. 
methode zeigt. 

Im dritten Abschnitt wurde die Anwendung der vorher auf. 
gestellten Methoden durch Berechnung der Phasenanomalie 
einer gewissen Sattelfläche erläutert und der Einfluß der 
größten möglichen Reststücke auf den Betrag der Phasen- 
anomalie festgestellt. 

Im vierten Abschnitt wurde die Phasenanomalie für eine 
Reihe anderer Flächen ausgerechnet. 

Im fünften Abschnitt wurde gezeigt, daß die Phasenanomalie, 
abgesehen von der Einwirkung der Reststücke, immer einen 
von den Werten hat, die in der zweiten Spalte der Tabelle 
p. 112 stehen, wenn der Pol nicht in der Nähe eines aus 
gezeichneten Punktes oder einer ausgezeichneten Linie einer 
Fläche höherer Ordnung (als der zweiten), z. B. des Scheitels 
eines Paraboloides höherer Ordnung, liegt. Ist das der Fall, 
so kann nur die Integrationsmethode sichere Resultate geben. 
Es betrifft aber meist nur wenige der vorhandenen Interferenz- 
streifen, und es wird meist eine einmalige Berechnung der 
Lage dieser Streifen für das gerade vorliegende Problem aus- 
reichen, auch wenn man dann die eingehenden Konstanten 
andere Werte annehmen läßt, als die, mit denen diese Berech- 
nung ausgeführt wurde (vgl. p. 124). 

Im sechsten Abschnitt wurde die Bestimmung der Lage der 
Interferenzstreifen einer zweipoligen und einer dreipoligen 
Wellenfläche nach der Mascartschen Methode besprochen. 
Es zeigte sich, daß bei einer zweipoligen Wellenfläche die 
Größe der Amplituden ohne Einfluß auf die Streifenlage ist, 
daß man also auch beide Amplituden gleichsetzen kann, wobei 
dann für den Regenbogen die von Mascart angegebene ein- 
fache che Formel ‚herauskommt. Unter Amplitude die 
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tuden derjenigen Schwingungen zu verstehen, welche zufolge 
des zweiten Abschnittes die Wirkung des zu jedem Pole ge- 
hörigen Teiles der Wellenfläche ersetzen. Inkonstanz der 
Amplituden bewirkt kleine Verschiebungen der Streifen, die 
aber meist nicht berücksichtigt zu werden brauchen. Bei der 
dreipoligen Wellenfläche ist auch das Größenverhältnis der 
drei Amplituden für die Bestimmung der Streifenlage von 
Bedeutung. 

Im siebenten und achten Abschnitt endlich wurden die Er- 
gebnisse der früheren Abschnitte auf die beim Regenbogen 
md im Ultramikroskop auftretenden Beugungserscheinungen 
angewendet. Dabei treten zunächst große Reststücke auf, deren 
Wirkung auf die Lage der Streifen aber verschwindet, wie der 
allerdings nur beim Regenbogen mögliche Vergleich mit der 
Integration zeigt. Die genaue Lage der in nächster Nähe 
der Wendenormale liegenden Streifen muß durch Integration 
ermittelt werden. Beim Ultramikroskop weist die Intensitäts- 
kurve eines beugenden Teilchens (Darstellung der Größe F? 
in (94) als Funktion des Winkels # in Fig. 7) eigentümliche 
Schwebungen auf, deren Existenz im Verein mit dem Größen- 
verhältnis der Amplitudenprodukte (F’ F” usw. in (94)) für eine 
inngemäße Vergleichung von Beobachtung und Rechnung von 
Bedeutung ist. 


Die vorstehende Arbeit sollte ursprünglich nur eine kurze 
Zusammenstellung der wenig bekannten Literatur über die 
Phasenanomalie bringen. Die Anregung zu weiteren Unter- 
suchungen verdanke ich Hrn. Professor Wiener, welcher den 
Wunsch äußerte, es möchte eine Methode oder eine Formel 
gefunden werden, welche die Phasenanomalie einer beliebig 
geformten Fläche (bisher war nur ihr Betrag für Kugelwellen 
bekannt) in einfacher Weise zu berechnen gestatte. Es zeigte 
ich dann, daß der Versuch, eine solche Berechnung durch- 
mfihren, im engsten Zusammenhange stand mit dem von mir 
schon lange gehegten Wunsche, die Mascartsche Methode 
aus der Integrationsmethode abzuleiten. 


Leipzig, Physik. Inst. d. Univ., 17. März 90. 


? 
(Eingegangen 16. Mai 100) 
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eet: 6. Veränderung der Reichweite 
von a-Strahlen durch elektrische Potentiale‘); 
von Max Reinganum. 


Für verschiedene Fragen über die Eigenschaften radio. 
aktiver Substanzen kann es von Wichtigkeit sein den Einfluß 
zu kennen, den eine elektrische Ladung eines radioaktive 
Präparates auf die Reichweite, Ionisationsvermögen usw. de 
von ihm ausgehenden Strahlungen auszuüben vermag. Um ow 
eines der wichtigeren Beispiele anzuführen, sei darauf hin 
gewiesen, daß geschlossene Röhrchen, die ein Radiumpräparst 
enthalten, sich von selbst auf ein sehr hohes Potential auf. 
laden können, und daß zufällige Störungen des Potentials dam 
leicht den Anschein radioaktiver Veränderungen im Präparat 
hervorrufen können. 

Ich habe mir deshalb die Aufgabe gestellt, unter möglichst 
einfachen Versuchsbedingungen den Einfluß einer elektrischen 
Ladung auf die Ausstrahlung eines Radiumpräparates zu unter 
suchen, und wählte hierzu die «-Strahlung des Poloniums. 
Einen Einfluß von Potentialen auf die Ionisationswirkung 


radioaktiver Präparate hat in unzweifelhafter Weise bereits 
x) Hr. 8. Eve?) festgestellt. Die Versuchsreihe, die sich auf 
ae «-Strahlung bezieht, ist mit einer Platte angestellt, die in 
DE Thoremanation mit Thor—C aktiviert ist. Da hier gleichzeitig 
an ß-Strahlung vorhanden ist, so sind seine Resultate notwendig 
har kompliziert und für quantitative Folgerungen nicht geeignet. 
> Es zeigte sich: Befand sich die Platte von dem mit Aluminium- 


folie abgeschlossenen Elektroskop so weit entfernt, daß «-Strahlen 
nicht mehr in dasselbe hineingelangen konnten, so erhöhte 
negatives Potential die Abfallgeschwindigkeit des Goldblättchens 


1) Vgl. Sitzungsber. d. Heidelberger Akad. d. Wissensch., Stiftung 
Heinrich Lanz. Math.-naturw. Kl. 8. Abh. 1910. Vorgelegt von F. Him- 
stedt. 

2) S. Eve, Phil. Mag. (6) 15. p. 720. 1908. 
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und positives Potential verminderte sie, und zwar betrug die 
Differenz der Entladungsgeschwindigkeit für — bis + 3000 Volt 
ea. 12 Proz. Dieses Resultat ist nicht so leicht zu deuten, — 
denn von einer gewissen Geschwindigkeit der f-Strahlen ab 
wird nach früheren Untersuchungen das Ionisationsvermégen — 
derselben mit wachsender Geschwindigkeit wieder geringer. 
Hr. Eve erklärt daher sein Resultat, das er auch an den 
«-Strahlen des Radiums (an einer von Hrn. Rümelin her- _ 
gestellten Radium — Standardplatte) sowie an sekundären 
$-Strahlen wiederfindet, als wesentlich mitverursacht durch 
die Biegung der Wege der #-Strahlen durch ein negatives 
Potential der emittierenden Platte auf das Elektroskop zu, 
und Wegbiegung vom Elektroskop durch ein positives Potential. 
Befand sich die Th-C-Fläche so nahe am Elektroskop, daB 
gerade «-Teilchen in dasselbe hineingelangen konnten und br a 
Ionisationsvermögen überwog, so verursachte positives Potential = 
eine Erhöhung der Entladungsgeschwindigkeit des Elektroskops 
und negatives eine Verlangsamung, und zwar betrug die Diffe- 
reng für + 30000 Volt bis 3 Prozent. Bei bestimmter etwas — 
größerer Entfernung der Platte war der Effekt des Potentials 
Null, was offenbar so zu erklären war, daß die entgegen- ars poe 
gesetzte Wirkung auf die @- und «-Teilchen sich gerade auf- eres “ 
hob. Den Effekt bei dem Uberwiegen der «-Strahlung erklärt 
nun Hr. Eve dadurch, daß durch ein positives Potential 
erstens die Reichweite vergrößert wird, zweitens aber auch 
Zubiegung der Strahlung auf das Elektroskop stattfindet, den 
Einfluß negativen Potentiales durch die entgegengesetzten Bert 
Erscheinungen. 

Bei Verwendung der Poloniumstrahlung fällt der kompli- 
zierende Einfluß der #-Elektronen weg, da Polonium nur sehr — 
langsame negative Elektronen aussendet, die man schon durch fr 
sehr dünne Folien abblenden kann. Es muß also hier de 
Wirkung der «-Strahlen allein zur Geltung kommen. Be 

Es läßt sich leicht berechnen, welcher Einfluß auf die — 
Veränderung der Reichweite durch elektrisches Potential u 
erwarten ist. Die Energie der «-Teilchen nimmt nach Ruther- __ 
ford!) linear mit dem durch ein homogenes Medium durch- en 


1) E. Rutherford, Phil. Mag. 12. (6) p. 348—371. 1906. 
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k Pr _ laufenen Weg ab, Hr. Rutherford hat sogar hierauf eine Methode 
gegründet, um aus den Reichweiten (die bestimmten 


x des «-Teilchens, m die Masse und u seine De 
ı keit), die sonst nur durch elektrostatische Ablenkung zu er. 
x halten ist, in fast ebenso sicherer Weise zu bestimmen. Sind 


4 i, und /, die zugehörigen Reichweiten, so ist nach dem linearen 
Gesetz der Energieverlust pro Zentimeter 
m (u? — u?) 

2 (4, — 4) 
Um also umgekehrt durch ein elektrostatisches Potential die 
Reichweite um 1 cm zu vergrößern, wäre die elektrische 
Arbeit e. # zuzuführen, wenn wir Z das für die Längeneinheit 
notwendige Potential nennen, oder 

_ m(u,?— 

2e(l, — 4) 
Daher muß das Potential +10000 Volt = 10” -elektroma ne 
tische Einheiten die Reichweite um 


FR er 


m (u? — Us?) 


vergrößern. 

Nun können wir der zitierten Arbeit von Rutherford 
für zwei Arten «-Strahlen die beiden Reichweiten 4 und /, 
sowie die beiden Größen mu,?/e und mu,?/e entnehmen. Da 
die Differenzen zu bilden sind, so müssen die Bestimmungen 
der Größen mu?/e sehr genau sein, um einen auf mög- 
liehst wenig Prozent sicheren Wert für die Vergrößerung der 
Reichweite durch elektrische Beeinflussung zu erlangen. Wir 
verfahren daher vielleicht sicherer so: Für e/m benutzen wir 
den von Rutherford sichergestellten Wert des doppelt ge- 
_ ladenen Heliumatoms, also e/m = 4,83.10%. mu/e entnehmen 
wir den magnetischen Ablenkungsversuchen. Aus beidem läßt 
sich mu?/e bestimmen. Es werde RaC und RaF (Polonium) 
zugrunde gelegt. Die beiden Reichweiten sind (s. Ruther- 
ford, l.c., p. 369) 4 = 7,06cm und /,= 3,86 cm.!) Ferner 

mu, /e = 4,06.10° (l.c., p. 359) und mu,/e = 3,25.10° (1c, 


1) Letztere nach M. Levin, Amer. Journ. of Soc., Juli 1906. 
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10de p. 361). Diese Daten in den Ausdruck (1) eingesetzt, = 
nten eine Veränderung der Reichweite durch ein Potential von 
jung +10000 Volt um 0,224mm. Benutzen wir dagegen direkt — 
dig. die Tabelle p. 369, l. c., für mu?/e, so ergibt sich als zu = 
er- wartende Verschiebung 0,199 mm.!) Der Mittelwert beider Be- — 
Sind rechnungsweisen ist 0,212 mm. 7 
gen, DaB eine so kleine Änderung infolge des rapiden Abfalles 
ren der Ionisation an der Grenze der Reichweite bequem meBbar — 
ist, geht aus den im folgenden beschriebenen Versuchen hervor. ie. 
Versuchsanordnung (vgl. Figur). is 
die D ist das Dolezalekelektrometer in heterostatischer Schal- 
che tung. Ein Quadrantenpaar ist geerdet?), das andere mit der 
heit Inisationskammer J verbunden. Diese besteht aus Glas und 
it nach der rechten Seite offen. Das Glas ist außen mit 
Stanniol überklebt und zur Erde abgeleitet. Die runde offene — 
Seite (freier Durchmesser ca. 2,4cm) ist über einen Metallring 
ord 6 | m 
Da 
mit dünner lochfreier Aluminiumfolie überklebt, die mit dem 
= geerdeten Stanniolbelag in Kontakt ist. Im Innern steht 
aBt ca. 3mm entfernt dem Aluminiumfenster die mit dem Elektro- 
wr meter verbundene runde Messingplatte vom Durchmesser 2,8 cm 
oii gegenüber. Das seitliche Rohr R dient zum Ausgleich der 
ner 


1) Hr. Eve findet auf Grund derselben Arbeit die bei + 30000 Volt 
zu erwartende Verschiebung ungefähr gleich 1,4mm, woraus für + 10000Volt 
0,233 mm folgt. 

2) Erdungen sind durch E angedeutet. 
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Druckschwankungen der Luft in der Ionisationskammer nif 
der Atmosphäre. Elektrometer und Ionisationskammer be. 


finden sich zusammen in einem (gestrichelt gezeichneten) al 
Drahtkäfig, in dessen rechter Vertikalfläche gerade die Eben e 
der Aluminiumfolie liegt. Das Drahtnetz hat also an dieser re 
Stelle einen Ausschnitt, der aber, wie diese ganze Seite de 2 
Drahtnetzes, mit Stanniolfolie so überklebt ist, daß nur eine d 
kreisrunde Öffnung übrig bleibt, die der Aluminiumabschluß 4 ls 
der Ionisationskammer gerade ausfüllt. Auf diese Weise ließ d 
sich ein vollkommener elektrostatischer Schutz erzielen, d.h, g 
das Elektrometer zeigte keinen Ausschlag, wenn man beliebig r 


hohe Spannungen der Aluminiumfolie von außen näherte. Auf 
die Wichtigkeit des elektrostatischen Schutzes hat auch Hr. Eve 
hingewiesen. (Versuche, die ich zunächst mit geschlossenen 
Röhren anstellte, bei welchen die Luft der Ionisationskammer 
und der Luftstrecke in regulierbarer Weise verdünnt werden 
konnte, der das Poloniumpräparat enthaltende Teil dagegen, 
um Isolation bei Anlegen von Spannung zu erhalten, möglichst 
hoch evakuiert wurde, gab ich wegen der Unmöglichkeit auf, 
vollkommenen elektrostatischen Schutz des Elektrometers mit 
der benutzten Versuchsanordnung zu erhalten.) 

Elektrometer und Ionisationskammer befanden sich auf 
einer Wandkonsole, das Poloniumpräparat P war auf einem 
der Konsole nahe gebrachten soliden Gaussstativ montiert. Be 
Wiederholung der Versuche dürfte es empfehlenswert sein, 
alles auf eine Unterlage zu montieren, wenigstens wenn der 
Beobachtungsraum Erschütterungen durch Wagenverkehr usw. 
von außen ausgesetzt ist, doch wäre diese Umänderung sehr 
umständlich gewesen und erwies sich als nicht unbedingt 
nötig. Das Präparat bestand aus einem von der Chininfabrik 
Buchler & Co. bezogenen, dünnen Poloniumniederschlag auf 
einer quadratischen 1 gem großen Kupferscheibe. Auf der 
Rückseite war senkrecht zur Scheibe ein Kupferstäbchen zum | 
Halten angelötet. Dieses paßte wiederum in das Ende eines 
dickeren, etwa 4 cm langen Messingstabes, der seinerseits, in 
der gezeichneten Weise, in die Durchbohrung eines Funken- 
mikrometers befestigt war. (Die Funkenstrecke ist der Deut- 
lichkeit halber in der Seitenansicht, das übrige in der Auf 
sicht gezeichnet) Bei manchen Versuchen war das Präparat 
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‘ 


° mit noch, wie die Figur zeigt, von einer Messingglocke umgeben, 
be die nach der Ionisationskammer zu von einem Goldblättchen 
1eten) abgeschlossen wurde. Zum Druckausgleich hatte die Glocke 
bene eine seitliche Öffnung. Auf diese Weise wurde folgendes er- 
lieser reicht: Erstens wurde die direkte Aufladung des Polonium- 
2 des niederschlages selbst vermieden, die eventuell eine Störung 
eine der Versuchsverhältnisse bringen konnte. Zweitens wurden die 
uß 4 langsamen Elektronen von vornherein zurückgehalten, und 
lied drittens stand auf diese Weise der Alumiumfläche eine größere 
d.h geladene Fläche gegenüber, als wie sie die freie aktivierte Scheibe 
jebig ‚repräsentierte, so daß die Kraftlinien noch senkrechter auf die 
Auf Aluminiumfolie verliefen. Es zeigte sich aber in den Resul- 
Eve taten kein bemerkbarer Unterschied, ob mit dem Schutz oder 
enen ohne ihn gearbeitet wurde. Eine Umdrehung der Mikrometer- 
nmer schraube entsprach einer Anderung der Funkenstrecke um 
rden imm, oder der Verschiebung jeder Kugel um !/, mm. Da die 
gen, Trommel 100 Teilstriche hatte, so ließ sich also die Ver- 
ichst schiebung des Präparates um !/,,, mm direkt messen und 
auf, 599 mm konnten noch geschätzt werden. Die aktive Fläche 
mit stand möglichst parallel zu dem Aluminiumabschluß der Ioni- 
sationskammer und wurde senkrecht auf diesen verschoben. 
auf $ bedeutet die Skala mit Fernrohr, ihm gegenüber hatte das 
nem Drahtnetz einen Ausschnitt. 
7 
Die Versuche. gi 
der Es empfahl sich, der Nadel nicht die hohe Aufladung 
usw. 220 Volt der städtischen Leitung zu geben, da sich dann die 
sehr positive Aufladung des nicht geerdeten Quadrantenpaares in- 
lingt folge der «-Strahlung des Präparates durch ein Wandern des 
brik Nullpunktes um etwa 8cm (etwa !/, Volt entsprechend) be- 
auf merkbar machte. War dagegen die Nadel nur auf 16 Volt ge- 
der laden, so konnte dem mit der Ionisationskammer verbundenen 
zum Quadrantenpaar eine Ladung von derselben Größenordnung er- 
ines teilt werden, welche einerseits das Bild der Skala nicht aus 
, iD dem Fernrohr brachte und andererseits völlig genügte, um 
ken- während der Versuchsdauer den Ionisationsstrom so stark zu 
eut- machen, daß der Aufladungseffekt (und die damit verbundene, 
Auf- jetzt kaum zu beobachtende Nullpunktsänderung) unmerklich 
arat wurde. Es machte nun keinen Unterschied mehr, 
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positiv oder negativ geladenem Quadrantenpaar gearbei 
wurde. Die eigentlichen messenden Versuche wurden stets 
mit positiv geladenem Quadrantenpaar ausgeführt. 
: Die natiirliche Abfallsgeschwindigkeit des Elektrometers 
vom Teilstrich 10 bis 6 cm der Skala dauerte ungefähr 7 Min. Die 
Funkenstrecke mit dem Poloniumpräparat wurde nun so nahe 
an das Aluminiumfenster herangeschoben, bis eine sehr deut 
liche Vergrößerung der Abfallgeschwindigkeit (auf etwa 20 bis 
100 sec) eintrat. Sodann konnte dieselbe mit der Mikrometer. 
schraube näher reguliert werden. Die Ablesungen unter 
gleichen Bedingungen variierten oft um 1—2, manchmal auch 
mehr Sekunden. Es rührt dies zum Teil sicher daher, daß 
die Anordnung gegen sehr kleine Verrückung sehr empfind- 
lich ist, und diese erstens durch die erwähnte getrennte Auf. 
stellung von Ionisationskammer und Präparat, zweitens durch 
leichte Erschütterungen bei Kontaktschluß und Aufheben des- 
selben bei Ladung der isolierten Quadranten bewirkt werden 
konnten. Zum Teil mögen aber die Variationen auch von 
den Schweidlerschen Schwankungen, ferner von Luftdruck- 
und Temperaturschwankungen herrühren. Ich setze zu den 
Resultaten, um ein Urteil über die Schwankungen zu geben, 
stets den mittleren Fehler des Mittelwertes hinzu. Nur solche 
Versuchsreihen sind weggelassen, bei welchen Zurückgehen auf 
die vorangegangenen Versuchsverhältnisse ganz andere Ent- 
ladungszeiten lieferte, also zweifellos eine dauernde Ver- 
rückung stattgefunden haben mußte. Wie empfindlich die An- 
ordnung ist, geht aus folgenden Zahlen hervor. Die Ent- 
ladungsdauer betrug einmal (ohne angelegte Spannung) in drei 
aufeinanderfolgenden Versuchen 41,6, 41,8, 41,6”. Annäherung 
des Präparates um 0,10mm gab die Entladungszeiten 33,8, 
36,2, 36,8, 35,2, 34”. Die Mittelwerte sind 41,7 + 0,1 und 
35,2 +0,6 sec. Also gibt selbst eine Veränderung um nur 
1/,, mm Abstand schon deutliche Differenz der Entladungs- 
zeiten. 

Bringt man unter die Luftstrecke Polonium-Aluminium- 
fenster einen mäßig heißen Glasstab, so beobachtet man eine 
rapide Zunahme der Entladungsgeschwindigkeit, die von der 
Verdünnung der Luft herrührt. (Eine Wirkung der Elek- 
tronenaussendung des Glasstabes ist ausgeschlossen, da diese 
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nicht in die Ionisationskammer dringen kann.) Dieser Ver- 

such kann zur Demonstration dienen, wie sehr kleine Dichte- 
änderungen die Reichweite können. 

Von einer Hochspannungsbatterie konnten Spannungen bis = 
5740 Volt an das Präparat angelegt werden. Ferner wurde © ze = 
fir héhere Spannungen bis 9000 Volt eine Influenzmaschine — 
benutzt, der eine Leidener Flaschenbatterie parallel gelegt 
wurde, um die Spannungsschwankungen zu verkleinern. Es 
wurde dauernd etwas gedreht und die Spannung an einem 
Siemensschen elektrostatischen Präzisionsvoltmeter abgelesen. 
Die Influenzmaschine stand bei den messenden Versuchen 
wegen der Erschütterung beim Drehen auf besonderem Tisch. 


Die Resultate, 


1. Qualitative Versuche ohne den beschriebenen Glocken- 
schutz des Präparates, mit Influenzmaschine ohne Flaschen- 
batterie auf gleichem Tisch wie Mikrometer, Entladungsdauer 
vom Skalenteil 14 bis 4cm: 


42,0sec. . . . Präparat ungeladen 
” positiv geladen 
positiv geladen he 

Es geht also hieraus schon der Einfluß der Spannung in 

dem zu erwartenden Sinn hervor. 

2. Positive Batteriespannung von 5740 Volt: ae 

a) ohne Ladung, 8 Versuche, Entladungszeit 54,5 + 1,0 aes. 

b) mit Spannung, 5 423403, 

c) ohne (vgl. oben) Prä- 


parat um 0,150 mm genähert, Entladezeit 41,7 + 0,1 „ RAR 


Man hätte also, wie eine leichte Interpolation lehrt, um 7 ee 


0,148 mm verschieben miissen, um genau auf den Wert 42,3 sec jie 
Entladungszeit bei 5740 Volt zu kommen, oder + 10000 Volt a 
125 


entsprechen einer Vergrößerung der Reichweite um 0,247 mm. thee 
Es zeigt sich also überraschende Übereinstimmung mit dem Bet 
theoretischen Wert — om Dies läßt schon vermuten, daß 
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im wesentlichen nur die Veränderung der Reichweite für den 
Effekt in Betracht kommt. 
oe 3. Das Präparat war durch die mit Goldfolie geschlossene 
_ Messingglocke geschützt. Die Hochspannung betrug, wie sich 
am Schluß der Versuchsreihe durch Messung herausstellte, in- 
folge eines Batteriefehlers nur +2380 Volt. = = 
Entladungsdauer vom Teilstrich 16—8: ren 


a) zur Erde geleitete Schutzglocke, 10 Versuche . . 23,7 +0,4 sec 
b) geladene Schutzglocke, 3 Versuche . . . . 22,4+0,1 „ 
e) zur Erde geleitet; 0,15 mm genähert, 3 Yonsihe 19,7+0,3 „ 


Der Effekt war also kleiner, aber deutlich. Man hätte 
um 0,049 mm nähern müssen, um die Wirkung von +2380 Volt 
zu erreichen. D. h. 10000 Volt entsprechen einer Reichweite. 
änderung von 0,205 mm. 

; 4. Präparat mit Glocke geschützt, Influenzmaschine 
+9400 Volt. 


a) Entladungszeit ohne Spannung, 5 Versuche 44,6 +0,6 sec 
dasselbe in 0,25 mm Entfernung, 
ou 5 Versuche : ; 68,2+0,4 ,, 
in letzter Entfernung ‘mit Potential 
+9400 Volt, 4 Versuche ..... . 47,140,2,, 


_ Hieraus berechnet sich, daß das Potential 10000 Volt die 


5. An des ungedeckte Präparat wurde die positive und 
Be - Spannung 5700 Volt der Hochspannungsbatterie an- 
ere ating a) 5 Versuche mit —5700 Volt Entladungszeit 54,4+ 1,4 sec 
a b6 ohne Spannung 45,4+1,1 ,, 
mit +5700 Volt 37,8+0,4 ,, 
-d)3 = mit —5700 „ in 0,262 mm } 
kleinerer Entfernung . . . » . . . 87,0+0,2 „ 


Wenn auch bei den längeren Zeiten die Schwankungen 
verhältnismäßig groß waren — es herrschte so starker Sturm, 
daß Gegenstände im Zimmer klirrten —, so ist diese Reihe 

er doch als die beste anzusehen, wegen der Größe und Konstanz 
a = angelegten Spannung. Es ergibt sich durch leichte Inter- 
pene als ee von 10000 Volt die 
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0,217 mm. Dies stimmt mit unserem theoretischen Mittelwert 
0212 mm von p. 137 ausgezeichnet überein. 

Die Reichweitenverschiebung durch Spannung ist auch 
—4) 
m (u,* — Up?) 
finden. Kennt man nun die Reichweiten zweier «-Strahlen- 
gattungen 7, und /,, ferner durch magnetische Ablenkungen 
elmu, und e/mu,, so hat man drei Gleichungen, aus denen 
man e/m, u, und wu, finden kann, und muß bei der gezeigten 
Übereinstimmung zwischen Theorie und Experiment gute 
Werte für diese drei Größen erhalten. Statt von zwei ver- 
schiedenen «-Strahlungen auszugehen, kann man sich auch 
slche aus einer Strahlungsart durch Passierenlassen von 
Folien erst herstellen. (Die „Reichweiten“ sind dann von der 
Folie abzurechnen, als Geschwindigkeit ist die unmittelbar 
hinter der Folie zu nehmen.) Es liegt hier also eine neue 
Methode der e/m-Bestimmung vor, der aber auch das Gesetz 
der linearen Energieabnahme von Rutherford zugrunde liegt. 


Was nun die von Hrn. Eve erwähnte Fehlerquelle der 
Biegung der Bahnen der «-Teilchen auf die Folie betrifft, 
so ist schon die Biegung der Kraftlinien bei der benutzten 
Versuchsanordnung — das Aluminiumfenster war nur ein Teil 
ner größeren leitenden Ebene — sehr gering. Da nun dicht 
a der Grenze der Reichweite beobachtet wurde, und die 
Igem große Poloniumfläche sich nur etwa 3cm entfernt von 
dem etwa 5 gem großen ebenen Aluminiumfenster befand, so 
wırde zudem nur der mittlere Teil desselben von den «-Teil- 
chen getroffen, eine Biegung der mehr nach der Peripherie 
des Aluminiumfensters gerichteten Teilchen kann aber nicht 
wesentlich mehr Teilchen zum Auftreffen bringen, da wegen 
der Krümmung der Bahn die Luftstrecke nicht kürzer wird. 
Aus demselben Grunde, daß die Peripherie von Teilchen gar 
nicht mehr getroffen wird, kann man eine Verschiebung direkt 
iquivalent mit einer Reichweitenänderung durch Spannung 
wtzen, sonst müßte man eine, jedoch klein bleibende, Kor- 
nktion dafür einführen, daß (wenigstens bei punktförmiger 
Strahlungsquelle) die Zahl der auf das Fenster gerichteten 
Teilchen umgekehrt proportional dem Quadrate des Abstandes 
wm Fenster wäre. Auch eine Blende, um die ans nur 


umgekehrt ein Mittel, um aus (1) die Größe zu 
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* auf den mittleren Teil der Folie fallen zu lassen, erwies sich 
somit bei den verwandten Dimensionen als unnötig. Daß 
keine in Betracht kommende Biegung der Bahn der «-Teilchen 
eintrat, wurde auch noch in folgender Weise geprüft, BE 

5 ss wurde ein kegelförmiger Pappschirm etwa in Form eine 
= Lampenschirmes hergestellt, in dessen kleine Öffnung das 
 Aluminiumfenster gerade hineinpaBte. Der Schirm war innen 
= _ mit Stanniol beklebt und wurde zur Erde abgeleitet vor die 
Folie gesetzt. Nun hätten die «-Teilchen durch eine positive 
Spannung von dem Aluminiumfenster weg nach den näher 
gelegenen Teilen des Schirmes gebogen werden müssen, also 
hätte eine Verlangsamung der Entladung eintreten müssen, 


Bei den Elektrometerablesungen wurde ich von Hm 
G. Vogel unterstützt, wofür ich ihm meinen Dank sage. 


Zusammenfassung. 


Es wurde der Einfluß der Spannungen +2380, +5700 
und — 5700, sowie + 9700 Volt auf die Reichweite der 
«-Strahlung des Poloniums untersucht und als bester Wert 
der Reichweiteveränderung 0,217 mm auf +10000 Volt ge 
funden. Dies stimmt mit dem sichersten theoretischen Wert 
0,212 mm praktisch völlig überein. 

Freiburg i. Br., Physik. Inst. d. Univ., 25. April 1910, 


(Eingegangen 23. Mai 1910.) 
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Über physikalische Eigenschaften 

von Lösungen in ihrem Zusammenhang. II.) 
Oberflächenspannung 

und elektrisches Leitvermögen wässeriger 
von Adolf Heydweiller.?) 


Die PER, Mitteilung umfaßt außer einigen eigenen 


und den unter meiner Leitung ausgeführten Beobachtungen a 


der Herren A. Gradenwitz, A. Kleine und H. Piepenstock 
noch einen Teil der einheitlich und kritisch bearbeiteten Ver- 
suchsergebnisse von Buliginsky, Forch, Grabowsky, Line- 
‚barger, Pann, Rother, Röntgen und Schneider, Sentis, 


Valson und Volkmann (vgl. das Verzeichnis am Schlusse En 
dieser Mitteilung). Die Liste der Arbeiten über diesen Gegen- =» 


stand ist noch weit umfangreicher; man vergleiche die aus- 
gezeichnete Literaturzusammenstellung von F. Pockels in 


Winkelmanns Handbuch. Aber die kritische Durcharbeitung __ 
des ganzen Beobachtungsmaterials in 34 Arbeiten führte dazu, : 
vieles beiseite zu schieben, teils wegen unzureichender Ge- _ 


nauigkeit, teils weil unlösbare Widersprüche zu sicher fest- 
gestellten Ergebnissen auf systematische Fehler schließen ließen. 

Die zur Verwendung geeigneten Beobachtungen wurden 
alle neu berechnet; die zum Teil in Prozenten, zum Teil in 
Molekülzahlen angegebenen Konzentrationen alle auf Gramm- 
äquivalente m im Liter Lösung umgerechnet, wozu in einigen 
Fällen (z. B. bei Valson) die fehlenden Dichtebestimmungen 
aus anderen Arbeiten ergänzt werden mußten, und überall 


— 


1) Vgl. Ann. d. ‚Phys. oe p. 873. 1909. 


1908. 
Annalen der Physik, IV.Folge. 33. 


. 
4 
sich 
chen 
Es 
‘ines : 
das 
Inen 
itive 
äher 
also 
sen. 
die 
| 
Ir, ; 
S 
700 » 
der 
Jert 
ert 
10, 
uy 
an 
ch. Physik. Ges. 10. p.245. 


146 A. Heydvweiller. 


wurden die prozentischen molekularen Anderungen der Ober. 
flächenspannung @ der Lösung gegen die des Wassers von 
gleicher Temperatur «,: 


4,=100=—* 
bestimmt. 


2. Beobachtungsmethoden. 


Fast alle die zahlreichen, fiir die Bestimmung der Kapillar. 
konstanten ersonnenen Methoden sind auch bei den Unter- 
suchungen von Salzlésungen zur Anwendung gekommen; aber 
nur ein kleiner Teil hat sich als brauchbar erwiesen. Ins. 
besondere hat die prinzipiell sehr schöne Methode der Kapillar. 
wellen versagt; augenscheinlich ist es noch nicht gelungen, 
die Versuchsbedingungen, insbesondere die Temperatur hin- 
reichend konstant zu halten, um die kleinen Unterschiede 
zwischen der Oberflächenspannung der Lösungen und der des 
Wassers bei gleicher Temperatur hinreichend sicher festzu- 
legen. Hierzu scheinen nur wenige Methoden geeignet zu 
sein. Und so sind bei den brauchbar befundenen Beobach- 


tungen auch nur wenige zur Verwendung gelangt; in der, 


größten Mehrzahl die Steighöhenmethode, außerdem die Be- 
stimmung des Tropfengewichts (Forch 2), des Blasendruckes in 
Hrn. M. Cantors!) Ausführung (Forch 3) und Hrn. Quinckes 
Methode der Ausmessung von Luftblasen mit einigen Ab- 
änderungen (Piepenstock 9).?) 

Für verdünntere Lösungen, unter 0,5-normal insbesondere, 
kommen bislang nur zwei Methoden in Betracht, Messung des 
Blasendruckes und der Steighöhe, und die weitaus meisten 
der vorliegenden Bestimmungen (Gradenwitz 5 und Kleine 6) 
sind nach der letzteren ausgeführt. Da dieser Methode, trotz 
allem, was Hr. Volkmann bereits zu ihren Gunsten vor- 
gebracht hat, immer wieder der Vorwurf gemacht wurde, sie 
könne wegen der Unsicherheit in der Benetzung der Wand 
keine zuverlässigen Resultate liefern, habe ich diese Frage 


1) M. Cantor, Wied. Ann. 42. p. 422. 1892; Ann. d. Phys. 7. 
p- 698. 1902. 

2) Die Zahlen hinter den Namen verweisen auf das Literatur- 
verzeichnis am Schlusse dieser Mitteilung. 


1904 
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j zahlreiche und ausgedehnte Versuchsreihen vorliegen, die 


Mittelwerte zusammengestellt habe einerseits für die Steig- 


höhenbestimmungen, andererseits für Messungen des Blasen- 
druckes, des Tropfengewichts und der Luftblasenausmessung, 
die ja alle drei vom Randwinkel ganz unabhängig sind. 


Die folgende Tab. 1 enthält als Beispiel die Ergebnisse 
fir Natriumnitratlösungen. Links stehen neben den Konzen- 


trationen m die Mittelwerte von 
A, = 100 
M Oy 


nach den Steighöhenmessungen von Gradenwitz (5), Kleine (6), 
; Pann (8), Röntgen und Schneider (11), Sentis (12), Val- 
> son (13) und Volkmann (14), rechts diejenigen von Forch 


8 stock (9). Außerdem ist in der dritten Reihe die Zahl » der 
j Beobachtungen hinzugefügt, die zu dem Mittelwert vereinigt 


wurden. 
Tabelle 1. NaNO,. 


gs Steighöhe Tropfengewicht, Blasendruck, 


| Blasenausmessung 
0,120 2,04 2 | 0,224 | 1,98 1 
0,480 1,83 1 
, 0,673 1,83 4 | | 
5 1,05 1,74 5 050 | 41,79 2 
. 1,58 1,79 3 1,44 1,68 2 
2,08 1,72 5 1,90 1,64 4 
2,70 1,71 5 2,66 1,64 3 
a 3,31 1,67 3 3,38 1,60 3 
R 4,32 1,72 8 4,06 1,63 3 
e 5,28 1,76 8 5,21 1,59 8 


höheren Konzentrationen so gut, wie man es nach der großen 


1) Vgl. hierzu auch M. Lenkewitz, Inaug.-Diss. p. 42ff. Münster 
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aufs neue geprüft‘), indem ich für einige Salze, für die sehr — 


e 2 und 3) nach zwei verschiedenen Methoden und von Piepen- Pa 


Die Ubereinstimmung der Mittelwerte ist selbst bei den pee 


bis zu 0,4 Proz. gehenden Divergenz der Einzelwerte (vgl. 
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Tab. 12, p. 157) nur irgend erwarten kann und — was gam 
besonders zugunsten der Steighöhenmethode spricht — diese 
liefert nicht etwa, wie man bei unvollkommener Benetzung 
wegen der positiven Werte von 4, erwarten sollte, kleinere, 
sondern im Gegenteil durchweg etwas größere Mittelwerte 
von 4,, als die vom Randwinkel unabhängigen Methoden. 

ke: Als weiteres Beispiel gebe ich hier — im übrigen auf 
die späteren Tabb. 3—27 (p. 154 ff.) verweisend — noch die 
Beobachtungen an Magnesiumsulfatlésungen von Kleine (6j 
 Pann(8), Sentis(12) und Volkmann (14) (Steighöhenmethode) 
einerseits und von Forch (3) (Blasendruck) und Piepenstock(9 
(Luftblasenausmessung) andererseits in Tab. 2. ET, 


Tabelle 2. Mg80,. 


Blasenausmessung 
Steighöh 
und Blasendruck 


| 


| Beob. 


| 


1,36 
1,33 
1,40 
1,28 
1,44 
1,29 
1,45 
1,38 
1,52 
1,50 
1,55 
5,13 14 1,60 


we ww m wo 


Es ist ja nicht abzustreiten, daß manche Salzlösungen 
das Glas in so geringem Maße benetzen (die meisten Chlorat- 
lösungen gehören hierher), daß die Steighöhenmethode bei 

Ihnen versagen muß; aber es gibt ein einfaches und sicheres 
Kriterium für ihre Zuverlässigkeit, das ist die Gleichheit der 
_ Meniskuseinstellung nach entgegengesetzten kleinen Verschie- 
bungen, wie sie durch Anwendung von kleinen Über- oder 
Unterdrucken erzielt werden. Eine schlechte Benetzung gibt 
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sich dabei sofort zu erkennen, und dann müssen natürlich die 
Beobachtungen verworfen werden. 

Ich glaube daher mit großer Bestimmtheit behaupten zu 
dürfen, daß die Einwände gegen die Steighöhenmethode un- 
berechtigt sind, wenn diese mit der nötigen Umsicht gehandhabt wird. 

Einiges ist indessen noch zu bemerken über die besondere 
Ausbildung der Steighöhenmethode für verdünnte Lösungen 


und der Luftblasenmethode von Quincke bei den unter | 


meiner Leitung ausgeführten Beobachtungen. 

Die erste Methode hat Hr. Gradenwitz(5) auf folgende 
Weise auf eine bedeutend erhöhte Genauigkeit gebracht, wie 
sie für verdünnte Lösungen erfordert wird, bei denen für 


0,l-normal z. B. die ganze Änderung der Oberflächenspannung ~ 


nur einige Tausendstel beträgt. 

Enge Kapillaren von etwa 0,05cm Durchmesser tauchen 
mit dem unteren Ende in gut zylindrische weitere Gefäße, die 
unten Quecksilber und darüber zunächst Wasser enthalten; 
das erstere kann durch ein seitliches - Ansatzrohr vermindert 
oder vermehrt werden. 

Der Meniskus in den Kapillaren wird auf die Marke eines 
fest und gegen die Kapillare möglichst unverändert aufgestellten 
Fernrohres oder Mikroskopes eingestellt durch Zufügen oder 
Wegnehmen von Quecksilber, und zwar in der Weise, dab 
der von hellem Hintergrund sich dunkel abhebende Meniskus 
der ebenfalls dunklen optischen Marke soweit genähert wird, 
daß eben noch die letzte, feinste Lichtlinie zwischen beiden 
siehtbar bleibt, eine Einstellung, die sich mit sehr großer 
Schärfe und Genauigkeit vornehmen läßt; oder aber es wird 
genau auf die Mitte zwischen zwei Teilstriche eingestellt. 


Sodann werden dem Wasser mit einer Pipette allmählich 
größere Mengen einer konzentrierten Lösung zugefügt und 


dafür soviel Quecksilber weggenommen, daß der Meniskus 
wieder seinen anfänglichen Stand erhält.!) Die Konzentrationen 
der Lösungen werden aus den Gewichtsverhiltnissen von 


IL E 


Wasser und zugefügter Lösungsmenge von ermittelter Konzen- = 


1) Man kann das Quecksilber auch weglassen und mit einer Saug- 
pipette die Lösung entfernen bis zur alten Einstellung in der Kapillaren; 


ist Hr. Kleine verfahren, 


anı 
iese 
ung 
ere, 
arte 
auf 
dis 
6 
), t 
iy 
te 
en | 
2 
| 
er 
| 
er 
bt 


150 A. Heydweiller. 


tration, die Steighöhenänderungen aus den Gewichten und 
spezifischen Gewichten der zugefügten und weggenommenen 
Flüssigkeitsmengen und dem Querschnitt des unteren zylin- 
drischen Gefäßes bestimmt. Die wichtige Konstanthaltung 
der "Temperatur des Meniskus wird dadurch erreicht, daß die 
Kapillare mit einem weiteren mit Wasser gefüllten Rohre um- 
geben ist, in das ein Thermometer taucht, und welches ein 
Planfenster zum Anvisieren des Meniskus besitzt. Die Unver. 
änderlichkeit in der Lage des Beobachtungsinstrumentes gegen 
die Kapillare kann durch Hilfsmarken an der letzteren oder 
durch Rückkehr auf den Anfangszustand mit reinem Wasser 
kontrolliert werden, eventuell auch durch eine zweite dauernd 
Wasser enthaltende Kapillare neben der ersten. 

Dieses Verfahren hat gegenüber dem üblichen, bei dem 
die Änderungen der Steighöhe direkt optisch gemessen werden, 
zwar den Nachteil einer größeren Umständlichkeit, die & 
ziemlich zeitraubend macht, aber auch zwei ganz wesentliche 
Vorzüge. 

1. In der Bestimmung der Steighöhenänderung durch die 
Wägungen ist eine fast beliebige Genauigkeit zu erreichen; 
der ganze Fehler entfällt auf die Unsicherheit in der Ein- 
stellung des Meniskus genau auf dieselbe Marke. Aber dieser 
Fehler ist bei dem beschriebenen Verfahren, wie direkte Ver- 
suche gelehrt haben, weit kleiner als derjenige, der bei direkter 
optischer Ausmessung der Steighöhenunterschiede begangen wird. 

2. Bei der letzteren Methode kommt es außerdem auch 
noch auf ein sehr gutes Kaliber der Kapillaren an. Will 
man mit der Verdünnung der Lösungen auch nur bis 0,1- 
normal fortgehen und dabei noch eine ausreichende Genauig- 
keit erzielen, so muß die Konstanz des Kalibers bis auf 
0,01 Proz. auf Strecken von Millimetern sicher sein. Dürfte 
es schon schwierig sein, so gut kalibrische feine Kapillaren 
überhaupt zu finden, so ist es noch schwieriger, wenn nicht 
unmöglich, sich dieser Güte zu vergewissern. 

Die Vorteile und die größere Genauigkeit der hier be- 
schriebenen Methode sind also keineswegs, wie Hr. Pockels!) 
meint, illusorisch. 


’ 1) F. Pockels, Winkelmanns Handb. d. Phys. 2. Aufl. 1. p. 1159 
bis 1160. 1908. 
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d Ich betone aber, daß die Genauigkeit von 0,01 Proz. in 
0 # den Bestimmungen nur für relative Messungen von Lösung 
en Lösungsmittel beansprucht wird. Für absolute Messungen 
8 & der Oberflächenspannung dürfte sie heute wohl überhaupt noch 
e nicht erreichbar sein. Die absoluten Werte der Oberflächen- 
+ & spannung ergeben sich für die Lösungen immer nur mit der 
 § gleichen Genauigkeit, mit der sie für das Lösungsmittel be- 
> 5 tannt sind. Zu beachten ist noch für die verdünnten Lö- 
0 # sungen, daß diese, sowie das Wasser mit Luft gesättigt sein 
t 5 müssen, da sonst. durch die Luftabsorption Fehler entstehen 
t können. 
d Um die Ausbildung der zweiten der oben erwähnten Me- 
thoden, der Quinckeschen Methode der Ausmessung von Luft- 
m # blasen oder Tropfen, die den großen Vorteil der Unabhängig- 
1, # keit vom Randwinkel oder der Benetzung hat, haben sich die 
Herren Gradenwitz?), Lenkewitz®) und Piepenstock (9) 
bemüht. 

Sie beruht bekanntlich auf der Ausmessung des Vertikal- 
ie # sbstandes A der tiefsten Stelle der Blase oder der höchsten 
1; # des Tropfens von der Ebene des größten Horizontalquerschnittes, 
dessen Durchmesser 27 gleichfalls zu bestimmen ist. 
or Für „unendlich große“ Blasen oder Tropfen ist dieser 
I" § Vertikalabstand %, gleich der Quadratwurzel aus der spezi- 
T Mischen Kohäsion a?, also die Oberflächenspannung 


h CGS 


Für endliche Tropfen ist an A zur Reduktion auf A, eine 
8B Korrektion anzubringen, die von dem Durchmesser 2r abhängt. 


af Hr. Quincke hat diese Korrektion empirisch zu ermitteln = 
Bsucht durch Ausmessung sehr großer Blasen und Tropfen; 
M Müaber die überhaupt noch ausmeßbaren Tropfengrößen von 7 
it jinendlicher Größe“ noch sehr weit entfernt sind, sind die so a 
r mittelten Korrektionen erheblich falsch (um mehrere Prozente). z 


1) Vgl. A. Gradenwitz, Inaug.-Diss. Breslau 1902; K. Bönicke, 
laug.-Diss. Münster 1905. 
9 2) A. Gradenwitz, Wied. Ann. 67. p. 467. 1899. 
8) M. Lenkewitz, Inaug.-Diss. Münster 1904. we umsend gall 
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In einer früheren Arbeit!) habe ich daher diese Korrek. 
tionen für gut ausmeßbare Tropfengrößen durch Rechnung be. 
stimmt und eine Tabelle mitgeteilt, welche sehr bequem au 
dem gemessenen Verhältnis h/r das gesuchte Verhältnis A,/A 
oder a/k zu entnehmen gestattet. Für die Zwecke der vor. 
liegenden Untersuchungen habe ich die Korrektion a/h noch 
auf eine weitere Stelle, die Hr. Piepenstock (9) mitgeteilt 
hat, berechnet, wobei ich bemerke, daß diese Stelle nur für 
relative Messungen, auf die es hier ankommt, Bedeutung hat, 
während in absolutem Betrage schon die letzte Stelle der 
früheren Tabelle um eine bis zwei Einheiten unsicher ist; aber 
diese Unsicherheit erstreckt sich nicht auf das Verhältnis nahe 
benachbarter Werte. 

Die Hauptschwierigkeit der Methode liegt in der genauen 
Ausmessung von Ah, die zur Voraussetzung hat, daß die Ebene 
des größten Horizontalquerschnittes genau fixiert ist, ebenso 
wie der höchste oder tiefste Punkt des Tropfens oder der 
Luftblase und zwar beide durch Marken, die in einer Verti- 
kalen gelegen, genau den Abstand A besitzen. 

Das wurde durch zwei Kunstgriffe erreicht, deren erster, 
bereits von Sieg?) benutzt, darin besteht, daß man die Ebene 
des größten Horizontaldurchmessers durch die Spiegelbiider 
von möglichst linearen, in seiner Ebene gelegenen, horizontalen 
Lichtquellen (Glühlampen mit geradem Faden sind sehr ge- 
eignet) markiert, wobei es auf eine gute und genaue Auf- 
stellung dieser Lichtquellen ankommt. 

Der zweite Kunstgriff liegt in der optischen Projektion 
des Blasen- oder Tropfenprofils mit den eben erwähnten bis 
zum Rande durchzuführenden Lichtmarken auf einen Schirm 
(eine Mattscheibe etwa), der mit zwei Teilungen, einer hori- 
zontalen und einer vertikalen versehen ist. Die erstere dient 
zur Messung von r, die zweite zur Bestimmung von h. Man 
kann damit noch den Vorteil einer Vergrößerung des Tropfen- 
profils verbinden.°) 


“en 1) A. Heydweiller, Wied. Ann. 65. p. 311. 1898. iM 
2) E. Sieg, Inaug.-Diss. Berlin 1887. 
8) Eine etwa 5 fache Vergrößerung des Tropfenprofils hat sich am 


vorteilhaftesten erwiesen. Sheik m4 


mäßig 
mitte 
selbe: 
letzte 
und | 
Sind 
die T 
und 


4 ‘ors 
% 
Br 
EIER 
ae (s un 
mitte 
L 
Meth 
gelun 
Gena 
word: 
| daheı 
N 
3 | 
ur 
2 
stinc 
| Salze 
| loner 
| Konz 
Ä = 
der 
des 
> 
Hrn. 
4 
| 


Physikalische Eigenschaften von Lösungen usw. II. 158 


Für relative Messungen verfährt man endlich noch zweck- 
mäßig folgendermaßen. Man stellt, für Lösungen und Lösungs- 
mittel, immer auf die gleiche Höhe A ein, wobei man in der- 
selben Weise, wie bei der anderen Methode, gerade noch eine 
letzte feine Lichtlinie zwischen Blasenprofil und Marke läßt, 
und bestimmt die Unterschiede in den Horizontaldurchmessern. 
Sind diese 2r und 27, für Lösung und Lösungsmittel, so ergibt 
die Tabelle aus r/A und r,/A die zugehörigen Werte von a/h 
und a,/h, und es wird 


GE - ays wry 


h 


(s und s, die spezifischen Gewichte von Lösung und Lösungs- 
mittel bei der gleichen Temperatur). 

Trotz der so erzielten beträchtlichen Verfeinerung der 
Methode und vielfacher Bemühungen ist es aber leider nicht 
gelungen, die Genauigkeit soweit zu steigern, daß sie noch 
für Lösungen unter 0,5-normal brauchbare Werte liefert; die 
Genauigkeit ist noch nicht wesentlich über 0,1 Proz. gebracht 
worden, und die in vieler Hinsicht empfehlenswerte Methode ist 
daher vorläufig nur für konzentriertere Lösungen verwendbar. 


3. Die Beobachtungen; Salze aus ein- und einwertigen, — 
und ein- und zweiwertigen Ionen. I 


In den folgenden Tabb. 3—27 gebe ich zunächst eine voll- 
ständige Zusammenstellung der einzelnen Beobachtungen für 
Salze aus ein- und einwertigen, sowie ein- und zweiwertigen 
Ionen, soweit sie mir hier verwendbar schienen, und zwar der 
Konzentrationen m in Grammäquivalent im Liter Lösung und 


der Werte at 


sowie in der letzten Spalte den Beobachter durch die Nummer 
des SchluBverzeichnisses. Einige eigene Beobachtungen mit 
Hrn. Piepenstocks Anordnung sind durch H bezeichnet. 
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Tabelle 3. KF. 


Beob. | m 


4,45 
9 5,04 
9 5,60 
9 7,25 
9 8,25 
9 
9 


9,88 
11,18 


4 
> 


& 


=> 


Tabelle 4. LiCl. 


2,49 
3,27 
3,30 
4,30 
4,70 
4,84 
5,26 
6,17 
7,05 
7,10 
7,11 
9,72 
13 | 12,02 


| 


q 
oo 


- 
w 


2 


Ne) 


Tabelle 5. NaCl. 


0,884 
0,895 
1,110 
1,180 
1,197 
1,50 
1,60 
1,60 
1,66 
1,66 
1,84 
1,88 
1,88 
2,06 
2,09 


 * 
‘ 
zum 
1,09 2,50 9 2,09 
BR‘. 1,50 2,45 2,73 9 2,22 
Ru: 1,91 2,47 2,81 9 2,45 
Be, 2,15 2,48 | 3,06 9 2,52 
2,92 2,50 3,88 9 2,66 
ae 3,75 | 2,58 sa 9 2,84 
ye 4,21 2,58 3,42 9 2,98 
3,04 
3,20 
8,20 
be | a7 | 9 3,21 
2,78 9 331 
2,62 13 3.6 
k 2 2,62 13 
=; ‚429 ‚18 2,53 7 
0,459 3,04 2,62 9 
0,647 2,94 2,58 13 
a 0,798 2,86 2,57 13 a 
0,841 2,87 2,58 13 
1,10 2,92 2,80 9 
2,73 7 
| 2,86 9 
0264 286 | 
tire ’ 
0,5 
2,61 5 2,27 13 0,6 
2,33 5 1,99 10 
093 2,30 5 2,18 12 ip 
& 0,121 2,30 5 2,23 14 1,0 
2,13 5 2,19 3 
2,11 5 2,18 1 
0,887 2,09 5 2,07 3 
2,09 5 2,18 2 114 
aaa. 2,40 2 2,32 13 1 
2,38 3 2,15 12 
ee F 0,544 2,04 5 2,05 10 
aaa 2,21 12 2,27 4 0, 
— ih 0,589 2,05 5 2,81 4 0, 
0,718 2,29 2,22 1 0, 
3 | 0,798 207 2,10 3 0, 
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Tabelle 5 (Fortsetzung). NaCl. 


m 4, Beob. m | A, 
2,09 2,18 2 3,64 2,48 
2,22 2,18 12 3,86 2,42 
2,45 2,39 13 3,94 2,05 
2,52 2,19 1 8,95 2,37 
2,66 2,24 11 4,00 | 2,85 
2,84 2,05 10 . | 308 
2,98 2,30 14 4,42 2,46 
3,04 2,44 7 5,16 2,21 
3,20 2,07 3 5,18 2,51 
3,20 2,25 2 5,38 2,65 
3,21 2,38 13 5,39 2,46 
3,31 2,27 2 5,39 2,56 
3,64 2,28 52,09 


Tabelle 6. KCL 


0,031 2,39 5 1,48 2,22 
0,052 2,38 5 1,58 2,82 
0,093 2,37 5 1,68 1,97 
0,124 2,16 5 1,72 1,80 
0,150 2,18 5 2,12 1,75 
0,208 2,08 5 2,18 2,20 
0,217 2,11 5 2,27 2,08 
0,446 2,05 5 2,48 2,17 


—) 
o 
bo 

= 
bo 

a 
@ 
be 


| 
Beob. 
4 a 
11 
18 = 
2 
14 
nd \ > 
12. 
3 
| | 
0,685 | 2,16 10 2,75 2,05 
1,010 1,82 3 2,99 2,24 10 
J 
1,097 1,99 12 3,57 2,22 = x 
1,32 1.90 3,57 2,30 
132 | 2,08 2,18 
1,41 2,10 8,68 2,05 
1,43 | 1,17 3 3,87 2,15 
Tabelle 7 NH,Cl. 
0,030 2,38 0,127 2,04 | 
0,107 2,14 6 0,179 | 1,96 | 6 5 ey ‘2 iP 


- 


Tabelle 7 (Fortsetzung. NH,Cl. 


3 
1 
4 
3 
4 


© 


Tabelle 9. 


ooo 


~ 


3 ay 
— 
— 
m | 4, | Beob. Beob, 

| | | 1, 
ai 0,421 1,92 6 2,54 2,05 1 
1,89 6 2,63 1,81 

Se 1,88 6 2,65 1,96 1; 
1, 
1 
2, 
3,96 2,08 13 0, 
ae oe 1,88 12 4,04 2,06 1 0, 
An 1,88 1,92 11 4,60 2,00 13 0, 
1,61 1,83 12 4,86 180 8 0, 
ae 1,89 8 4,94 1,93 | 4 0, 
a a 2,12 18 4,94 1,99 4 0, 
Ken 18 1,69 4 4,96 199 | 12 0, 
1,72 4 5,05 1,98 1 0, 
lll 1,85 3 5,18 1,95 14 0, 
ee ee 2,58 1,96 14 5,20 1,94 13 1, 
Tabelle 8. LiBr. | 
fo. 
Baer 0,70 1,89 11 3,68 2,03 9 
= 
on. «at 196 | 9 4,16 2,04 9 
1,97 9 * 4,55 2,05 9 
1,86 11 5,23 2,07 9 
1,97 9 6,49 2,07 9 
2,13 1,99 9 7,15 2,08 9 
2,64 | ‚00 20 | 9 
a 0,553 1,82 2,96 1,80 9 
ER Ro 1,15 1,77 9 8,44 1,83 9 
"en an 1,44 1,76 9 4,66 1,88 9 
Ex ae 1,82 1,75 9 5,15 1,91 9 
4s 2,18 1,76 9 5,89 1,98 9 
2,64 1,81 12 6,92 | 1,99 9 


Tabelle 11. 


_ 


& 


abelle 12. 
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Tabelle 10. KBr. 
m 4, Beob. m 4, Beob. 
0,813 | 18 | 2,29 1,54 18 
1,05 1,45 9 2,31 1,52 9 
1,56 1,45 9 | 3,01 1,57 9 
1,57 1,42 13 3,34 1,60 9 Be. ; 
1,93 1,53 13 4,02 1,62 9 Ta 
2,02 1,48 9 
4 
LiNO,. 
| 2,68 
0,144 2,27 We = 
0,208 2,25 a 
0,299 2,20 
0,463 2,18 
0,687. 2,15 
1,15 2,10 
0,013 3,06 5 1,078 1,50 6 
0,017 2,55 5 1,096 1,70 
0,057 2,19 5 1,137 2,16 13 4,2 i 
0,184 1,89 5 | 1,344 1,64 3 
0,224 1,98 8 | 1,447 1,75 | 11 
0,399 1,79 5 | 1,528 1,72 2 
0,441 1,84 6 | 1,631 27 12 ex AU 
0,448 1,86 3 1,670 1,90 13 en 
0,528 1,72 5 1,797 1,52 3 rn he | 
0,551 1,97 12 1,842 1,65 6 
0,656 1,68 5 1,84 1,51 9 Beer Ei 
0,656 2,08 1,98 1,84 9 
0,686 1,98 1,68 14 
0,696 1,89 11 2,00 1,67 2 ei ie 
0,907 160 | u 2,16 1,79 12 
0,91 1,54 9 2,18 1,78 13 EI ae 
0,99 2,05 | 9 2,24 1,68 14 Ne 
1,04 1,59 8 | 2,56 1,64 
= 
| 


Tabelle 12 (Fortsetzung. NaNO,. 


Beob. 


4 


6 
13 
12 


| 
| 


Tabelle 13. 


0,016 
0,029 
0,141 
0,233 
0,441 
0,449 
0,458 
0,548 
0,663 
0,669 
0,747 
0,756 
0,768 
0,770 
0,770 
0,858 
0,875 
1,01 


= 


oo 


for) 


— 
we 


| | 4 Beob. 
| 
2,63 1,74 | 3,93 | 1,62 2 0,6 
at: 5 
11 412 | 1,85 6 0,9 
a 2,68 1,52 4,17 1,47 12 1,0 
2,69 1,53 4,50 1,53 3 11 
2). 1,76 9 4,68 1,85 6 1,4 
2,74 1,79 8 5,06 1,61 2 1,6) 
ae 3,00 1,66 2 5,12 1,70 12 1,7: 
ao. it. 1,62 13 5,21 1,54 8 
re 3,18 1,56 12 5,36 1,79 7 
A, 3,39 1,84 6 5,37 1,64 8 
F 
21 8,55 1,62 9 7,02 1,59 . 09 
ao 1,52 3 7,20 1,64 8 12" 
1;57 9 8,31 1,97 1 1,5: 
| 
‘ 
KNO.. 
0,0; 
14 
’ 
0,25 
0,8: 
0,41 
0,54 
0,65 
0,67 
0,8: 
4 0,87 
1,54 | 0,88 
1,62 
1,65 
1,55 
0,68 
1,01 1,54 0,65 
+ 1,09 1,54 0,91 


Tabelle 14. NH,NO,. 


Physikalische Eigenschaften von Lösungen usw. II. 159 


0,225 


| Beob. 


12 
13 
11 
2 
12 
13 
11 
12 
13 


Tabelle 15. 


Tabelle 16. 


9 
9 
9 


| 6 


Tabelle 17. 


Mm 


= m A, = | 4, Beob. 
0,549 1,81 1,81 1,55 2 
0,940 1,56 2,12 1,65 
1,086 1,88 3,18 1,60 
1.184 1,99 3,61 1,55 
1,418 1,55 4,96 1,99 2 
1,612 1,84 5,57 1,41 
1,124 1,82 
= 
0,955 2,93 2,22 2,47 
1,27 2,76 2,89 2,20 
0,035 2,55 1,70 2,10 er 
0,090 2,38 1,79 2,22 en 
0,114 2,34 2,25 2,17 BE 
0,225 2,26 2,30 2,13 
2,23 3,05 2,16 9 
0,391 2,17 8,18 2,07 
0,418 2,11 8,55 228 4 
0,547 2,14 4,07 229 | 9 
| 2,08 4,69 2,48 9 = 
618 zu 4,14 2,42 | 
0,859 2,15 5,36 2,34 4 a 
0,888 2,16 6,70 2,65 
0,960 2,13 6,74 2,74 
1,056 2,18 8,02 2,84 9 
0,658 2,39 1,236 2,26 14 
- 
0,658 2,58 4 1,80 2,41 18 u 
0,916 2,38 18 . 2,21 2,24 12 ip 
| 245 | 4 246 2,48 


A. Heydweiller. 
Tabelle 17 (Fortsetzung). ?/,CaCl,. 


| Beob. | 


9,08 


Tabelle 18. '/,SrCl,. 


1,82 2,14 
1,85 2,09 
2,21 2,19 
2,34 2,16 
2,44 2,09 
3,03 2,14 
3,51 2,31 
3,60 2,35 
4,16 2,42 
4,34 2,49 
4,71 2,57 
484 

stews 


Valet 


Tabelle 19. +/,BaCl,. 


1,07 
1,08 
1,08 
1,87 
2,05 
2,09 
2,09 
2,17 


Q. m 4, | Beob, 
a 2,39 5,43 2,62 14 1 
a 2,39 13 5,99 2,71 4 3 
a = et, ar 8,41 2,29 12 5,99 2,83 4 2,8 
ee 3,54 2,85 13 7,51 2,80 4 34 
4,62 245 12 1,51 2,78 4 4,1 
nt 4,91 2,70 4 8,48 2,84 14 
4,91 2,66 4 2,82 12 
13 9 
12 
4 0, 4 
0,4 
0,4 
13 
14 
a 
1 Tabe 
12 
1,08 
4 
\, 1,24 2,17 | 13 108 
| 
4,88 
* 0,108 | 2,68 2,29 
TE 0,131 | 2,49 2,03 
2,28 1,98 4 
2,24 2,25 Tab 
0,353 2,25 2,15 
0,415 2,19 1,90 0,92 
0,506 2,21 1,97 1,81 
2,09 2,32 2,16 1 2,23 
Rr . 2,13 2,76 2,39 18 2,65 
| Br ee 0,731 2,16 2,99 2,10 4 3,05 
A 0848 2,10 2,99 1,96 4 
2,27 | 3200 | 218 | 
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Tabelle 20. !/,ZnCl,. Tabelle 21. '/,Na,SO,. 


Beob. 
13 0,269 
13 0,336 

0,539 

0,808 

1,078 

1,121 

1,682 


Tabelle 22. ?!/,K,80,. 


0,210 ‘ 0,582 
0,321 0,705 
0,330 0,800 
0,428 0,982 
0,490 1,11 

0,490 1,148 
0,538 1,214 


Tabelle 23. '/,(NH,),80,. | Tabelle 24. !/,Ca(N0,),. 


1,09 1,55 12 118 | 18 ron 

2,12 1,47 12 1,75 1,50 18 

3,10 1,58 12 2,30 1,59 13 

4,02 1,65 12 2,83 1,47 13 

4,88 1,73 12 8,35 1,47 3 

6,48 1,88 12 3,85 1,49 ween 

4,34 


Tabelle 25. !/,Sr(NO,),. Tabelle 26. !/,Cd(N0,),. 


0,926 1,24 13 1,14 1,49 9 
1,37 1,41 13 1,89 1,47 gers 
1,81 1,21 13 1,78 1,48 Shou 
2,23 1,30 13 2,22 1,48 9 
2,65 1,33 13 2,85 1,44 „Een 
8,05 1,29 13 8,72 1,48 9 
4,32 1,51 


Annalen der Physik. IV. Folge. 33. 


m | 4, | 4, Beob. 
1,44 1,16 2,00 2 eae - = 
2,14 0,98 1,97 
2,82 0,87 1,84 
3,48 0,86 1,74 
4,12 0,90 1,65 
1,65 
2,10 10 Er 
2,06 10 
1,84 
2,00 
5 
= 
2 
:.: 
| | 


A. Heydweiller. 


Tabelle 27. 


Beob. 
S 


graph 

mit 

Beoba 

kann 

einzei 

die B 

bildet 

Es ist das keineswegs das vollständige zur Verfügung mit d 

stehende Beobachtungsmaterial. Ausgeschieden wurden hier Konz 

zunächst diejenigen Lösungen, bei denen eine einfache Be achtu 
-ziehung zwischen Leitvermögen und Dissoziationsgrad nicht 

3 zu erwarten ist, wie bei den Salzen aus zwei- und zweiwertigen 

_ Tonen'), zweitens Lösungen, bei denen die Beobachtungen sich 

nur über wenige Konzentrationen erstrecken, und drittens 

solche, bei denen die Werte verschiedener Beobachter so stark 

_ divergieren, daß erst durch neue Beobachtungen die Werte 

sichergestellt werden können, wie z. B. bei den Jodiden. 

Finden sich doch z. B. für 1-norm. Kaliumjodidlösungen bei 

sonst zuverlässigen Beobachtern Werte von 4, die zwischen 0,3 


Auch aus sonst guten Beobachtungsreihen mußten manch- 

mal einzelne stark herausfallende Werte weggelassen werden, 

namentlich dann, wenn die Zahl der Beobachtungen nicht groß 

ist, Sehr zweckmäßig ist es, dabei der graphischen Darstellung 

zu folgen (vgl. den folgenden Abschnitt), indem man 4, als 

Funktion von m (oder von dem Dissoziationsgrade 7) aufträgt; 

es werden dann solche stark herausfallenden und offenbar mit 

größerem zufälligen Fehler behafteten Werte leicht kenntlich. 

Die Beobachtungen erstrecken sich auf 13 Salze mit ein- 

und einwertigen und 12 Salze mit ein- und zwei-, bzw. zwei- 

$ und einwertigen Ionen. Solche mit zwei- und zweiwertigen 

Bar Ionen erfordern ihres oben erwähnten anormalen Verhaltens 
277, af wegen eine besondere Behandlung (vgl. Abschnitt 5). 


1) Vgl. A. Heydweiller, Ann. d. Phys. 30. p. 900 ff. 1909 und 
Abschnitt 5 dieser Mitteilung. 
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Physikalische Eigenschaften 


4. Die graphische und analytische Darstellung EIER 
der Beobachtungen. doe 


Stellt man die beobachteten A, als Funktion von m 
graphisch dar, so gruppieren sie sich um gewisse Mittellinien 
mit einer Streuung, die um so größer ist, je zahlreicher die 
Beobachtungen, die Beobachter und die Methoden sind. Man 
kann diese Mittellinien vielfach in ihrem ungefähren Verlauf 
einzeichnen; sicherer und genauer ergeben sie sich, wenn man 
die Beobachtungen gruppenweise zusammenfaßt und Mittelwerte 
bildet, was bei den verhältnismäßig geringen Änderungen von 4, 
mit der Konzentration auch dann unbedenklich ist, wenn die 
Konzentrationen der zu einer Gruppe zusammengefaBten Beob- 
achtungen etwas größere Unterschiede aufweisen. Fig. 1 zeigt 


an einem Beispiel (NaCl) mit zahlreichen Einzelbeobachtungen (+), 
in welcher Weise sich die Bildung der Gruppen, der Mittel- 
werte (©) und die Darstellung der Kurve gestaltet. Ich habe 
von diesem Hilfsmittel auch für die weiterhin zu besprechende 
analytische Darstellung überall dort Gebrauch gemacht, wo 
die Beobachtungen sehr zahlreich waren, um die sonst sehr 
umfangreichen Rechnungen abzukiirzen, obwohl das Verfahren 
kein ganz strenges und nicht ganz frei von Willkür ist. Bei 
der Gruppenbildung wurde darauf gesehen, daß jede Gruppe 
möglichst gleichviel Beobachtungen enthielt, was allerdings 
nicht immer möglich war. 

Die Kurven haben für verschiedene Salze einen ver- 


schiedenen Verlauf; teils steigen sie, teils fallen sie mit N 


A 


on 


= 


j 
4 
4 
ler 
fe 
cht 
ACI 
en, Fig. 1. 
‘06 
ng 
als 
pit 
oh. 
in- 
ei- 
en 
| | 
: 
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Aves 


zunehmender Konzentration; aber dort, wo die Beobachtungen 


sich über einen hinreichend großen Konzentrationsbereich er. 
strecken, zeigen sie ein mehr oder weniger ausgesprocheng 
Minimum, das noch deutlicher hervortritt, wenn man anstatt 
der Konzentrationen m die Dissoziationsgrade 7, aus den Leit. 
fähigkeiten abgeleitet als Abszissen einführt. 

Als Grundlagen für die folgenden Darstellungen benutze 
wir anstelle der Tabb. 3—27 die folgenden, aus jenen ab. 
geleiteten Tabb. 28—52, in denen die in der erwähnten Weise 
gewonnenen Mittelwerte von m und 4, zusammengestellt sind 
mit den Dissoziationsgraden, die zum Teil den Beobachtunge 
F. Kohlrauschs, zum Teil der früheren Abhandlung !) ent 
nommen sind. 

Tabelle 28. KF. 


beob. 


0,675 2,50 

0,639 2,45 

0,610 2,47 

0,591 2,48 

0,540 2,50 

0,498 2,53 

0,475 2,58 

0,468 2,61 

0,437 2,73 2,72 
0,409 2,81 2,78 
0,342 3,06 3,05 
0306 | 3,23 328 
= 3,869. B,=— 1,621. C, = 0,385. 


Tabelle 29. LiCl. 


0,800 3,38 3,85 
0,713 3,04 3,08 
0,632 2,84 2,86 
0,528 2,74 2,71 
0,419 2,67 2,68 
0,341 2,58 2,62 
0,240 2,67 2,67 


A, = 4,115. B, =+ 0,090. C, = 0,235. 


1) A. Heydweiller, Ann. d. Phys. 30. p. 873. 1909. 


orf Oo 


| 
| 
| 
| 
| 
De, 1,09 + 
0,01 
- 0 
2,92 +0,03 0 
Br} 3,75 — 0,08 0 
4,21 — 0,03 1 
4,45 —0,05 1 
Bst 5,04 +0,01 2 
5,60 +0,03 3 
7,25 +0,01 
oe 8,25 + 
0 
| 
ie 0,170 +0,08 0 
0,512 —0,04 0 
0,978 — 0,02 0 
an 2,12 +0,03 0 
1 
2 
+ 3 
‘ 
22 
| 
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Tabelle 30. NaCl. 


hes 4, 
eit. beob. ber 
i 0,074 0,860 2,39 2,34 +0,05 
‘b 0,340 0,777 2,19 2,22 —0,08 
0,600 0,727 2,15 2,17 —0,02 
= 1,01 0,682 2,16 2,16 + 
ind 1,60 0,627 2,18 ET +0,01 
en 1,97 0,598 2,19 2,19 
ut. 2,54 0,558 2,21 2,22 -0,01 
3,16 0,507 | 2,96 2,27 -0,01 
8,77 0,466 | 281 2,81 + 
4,09 0446 | 2,84 2,34 + 
5,82 0,378 248 2,46 +0,02 
# A, = 2,648. B, =+ 0,382. C, = 0,238. ant 
J 
2 Tabelle 31. KCl. 
0,059 0,884 2,38 2,36 +0,02 
0,175 0,836 2,12 2,16 —0,04 
0,570 0,782 2,01 2,00 +0,01 : 
1,26 0,742 2,00 1,99 +0,01 a 
1,91 0,716 2,02 2,02 E a 
2,81 0,687 2,10 2,11 -001 
8,74 0,661 2,22 2,22 a 7 


A, = 2,899. B,=- 1,881. C, = 0,251. 


GOs 
Tabelle 32. NH,Cl. 
9a 


0,028 0,909 2,44 2,39 
0,133 0,837 2,06 2,11 
0,874 0,792 1,92 1,96 
0,540 0,776 1,87 1,92 
0,972 0,747 1,98 1,87 
1,64 0,720 1,86 1,86 
2,56 0,690 1,98 1,87 
3,66 0,661 1,94 1,92 
4,97 0,638 1,95 2,00 


A, = 2,764. B,=— 1,865. 0, = 0,151. 


93 
en 
| 
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A. Heydweiller. 


Tabelle 33. 


LiBr. 


beob. 


0,662 
0,636 
0,589 
0,565 
0,531 
0,457 
0,429 
0,406 


0,693 
0,670 
0,641 
0,618 
0,556 
0,527 
0,438 


0,786 
0,775 
0,767 
0,756 
0,755 
0,747 
0,744 
0,733 
0,732 
0,722 
0,710 
0,697 
0,667 


Tabelle 34. 


A, = 2,92. 


1,96 
1,97 
1,97 
1,99 
2,00 
2,03 
2,04 
2,05 


A,=2,49. B,=+0,41. C, = 0,180. 


1,77 
1,76 
1,75 
1,76 
1,80 
1,83 
1,88 


B, 


Tabelle 35. 


1,54 
1,45 
1,48 
1,45 
1,42 
1,53 
1,48 
1,54 
1,52 
1,49 
1,57 
1,60 
1,62 


A, = 2,26. B,=-233 0, =0,215. 


27 


— 2,44. 


1,98 


1,97 

1,97 4 

1,97 +0,02 
1,98 +0,02 
2,02 +0,01 
2,05 —0,01 
2,07 — 0,02 


1,76 + 
1,76 —0,01 
1,76 + 
1,80 + 
1,81 +0,02 


C,= 0,424. 


KBr. 


1,45 +0,00 
1,45 +0,08 
1,47 —0,02 
1,47 —0,05 
1,51 +0,02 
1,51 — 0,08 
1,52 +0,02 
1,52 +0,00 
1,54 —0,08 
1,57 +0,00 
1,59 +0,01 
1,59 +0,08 


a i 
1,07 
3 1,38 
1,84 
4,16 
1,44 
1,82 
2,13 
2,96 
8,44 
46 (+0,08) 
i 0,813 
1,05 
1,20 
1,56 
1,57 
1,93 
2,02 
| 2,31 
2,62 
8,01 
: 3,34 
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Tabelle 36. LiNO,. 


beob. ber. 


0,817 2,88 2,39 
0,737 2,19 2,18 
0,666 2,05 | 2,03 
0,600 1,92 1,91 
0,513 1,80 1,80 | 
0,403 | 1,62 1,70 | 
0,318 1,68 1,62 


= 2,981. B,=- 0,174. CO, = 0,176. 


Tabelle 37. NaNO,. 


0,780 1,93 1,94 
0,674 1,83 
0,623 1,76 
0,566 1,74 
0,518 1,68 
0,463 1,67 1,67 
0,417 1,64 1,66 
0,360 1,65 | 1,65 


1,81 
1,76 
1,72 
1,69 


| 
0,709 1,84 1,85 
| 
| 
| 


0,295 | 1,66 1,65 


= 2,259. B, =+ 0,663. C,, = 0,098. 


Tabelle 38, KNO,. 


0,907 2,17 2,17 
0,785 1,81 1,83 
0,710 1,68 1,65 
0,672 1,62 1,59 
0,688 1,51 1,53 
0,611 1,51 1,51 
0,585 1,47 1,49 
0,534 1,45 1,47 
0,470 1,58 1,51 

| 

A, = 2,464. B, =— 0,700. C, = 0,218. 


ae. 


— 
4 
0,148 
0,387 +0,01 _ 
1,28 +0,01 
3,54 — 0,08 
4,61 +0,06 
0,473 — 0,01 
1,52 +0,02 
2,00 
3,31 —0,02 
4,19 + 
5,22 +0,01 ER 
ine 
“4 
0,187 —0,02 | 
0,474 
1,26 
2,21 
+0,02 
| 


Tabelle 39. NH,NO,. 


0,737 
0,692 
0,649 
0,590 
0,485 1,70 


A, = 2,562. B,=— 0,597. CO, = 0,147. 


Tabelle 40. LiJO,. 


0,475 2,98 2,95 
0,419 2,76 2,74 
0,379 2,58 2,63 
0,296 2,47 2,40 
0,222 2,20 2,20 


„=479. B,=+1,02. CO, = 0,120. 


Tabelle 41. \/,MgCl,. 


0,768 2,42 2,41 
0,666 2,19 2,20 
0,607 2,11 2,13 
0,563 2,14 2,11 
0,454 2,15 2,18 
0,334 2,19 2,23 
0,242 2,41 2,42 
0,156 2,67 2,65 


A, = 3,002. B, =+ 0,832. C, = 0,292. 


Tabelle 42. CaCl,. 


0,595 244 | 2,44 
0550 | 286 | 2,86 
0,477 2,38 2,36 
0,415 2,36 2,40 
0,310 2,60 2,56 
0,265 2,72 2,14 


A, = 4,558. B, =— 1,517. ©, = 0,456. 


A | 
| | beob. ber. 
— 
0,610 | | 1,82 + 0,08 0,0: 
er 1,84 1,72 +0,02 0,6 
3,03 1,70 | — 0,05 1,5 
1,68 + 0,02 2,3 
3 
3,3 
45 
2 
ram 0,1 
— 0,05 
+ 
9615 0,02 7 
2,1 
2,01 +0,02 2,8 
8,46 —0,04 34 
6,98 4,1 
6,50 +0,02 
* 
0g 
+ 0,5 
RER: 3,06 — 0,04 
20 +0,04 1,1 
2 
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IT. 
Tabelle 43. 1/, SrCl.,. 
4 
m i 5 

beob. | ber. 
0,761 2,98 3,01 
0,698 2,67 2,64 
0,615 2,27 2,26 
0,528 2,16 2,15 
0,465 2,15 2,18 
0,393 2,27 2,27 
0,326 2,50 2,48 

A, = 4,158. B,=— 2,751. = 0,618. 
Tabelle 44. 1/, BaCl,. 

0,727 2,48 2,48 
0,660 2,27 2,25 
0,625 2,15 2,17 
0,582 2,12 2,11 
0,498 2,07 210 | 
0,444 | 2,16 2,14 


A, = 3,154. B,=-1,110. O,= 0,884. 


Tabelle 45. /,ZnC. 
1,44 0,416 1,16 1,16 
2,14 0,333 0,98 0,96 
2,82 0,274 0,87 0,87 
3,48 0,232 0,86 0,86 
4,12 0,202 0,90 0,90 
A, = 3,60. B,=- 1,81. C,= 0,296. 
Tabelle 46. Na,80,. 
0,269 0607 | 200 | 202 
0,336 0,582 1,97 1,94 
0,539 0,528 1,84 1,80 
0,808 0,488 1,13 1,72 
1,078 0,447 1,65 1,67 
1,121 0,442 1,65 167 _ 
1,682 | 0,390 1,66 1,66 
a= 3,48. B,=— 0,48. C,= 0,356. 
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Tabelle 47. 1/,K,80,. 


0,640 
0,591 
0,553 
0,532 


A,= 410. B,=— 2,05. C, = 0,333. 
Tabelle 48. (NH,),SO,. 


0,508 | 1,55 1,54 
0,448 1,47 1,49 
0,408 1,53 1,55 
0,374 1,65 1,68 
0,342 1,73 1,71 
(0,284) 1,88 (1,85) 
tion ' 
4,=480. B,=— 2,03. C, = 0,321. diese: 
einig‘ 
Tabelle 49. '/,Ca(N0,),. spiel 
gegel 
0,425 1,53 | 1,51 das | 
0,331 1,47 1,47 steig 
0,290 1,47 1,47 über: 
0,255 1,49 1,49 tung 
0,226 1,52 1,52 dent 
0,201 1,56 1,56 
0,178 161 | 10 auße 
| vorst 
A,= 3,09. B,=- 0,54. ©, = 0,286. sämt 
merk 
Tabelle 50. Kige 
nam! 
0,442 1,32 | 1,32 trisc 
0,332 1,25 1,25 
0,264 | 1,31 | 1,31 


A, = 2,78. B,=— 0,52. C, = 0,386. 


A 
beob. | ber. 
0,254 2,83 2,35 | — 0,02 1 
Ben 0,505 2,17 2,10 | +0,01 2 
0,829 1,89 1,96 —0,017 
1,16 1,95 1,93 +0,02 
a 2,12 
4,02 
6,48 
# 
= 
8,85 | 
| 
perk 
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Tabelle 51. ?/, Cd(NO,),. 


ber. 


0,487 1,49 
0,451 1,46 +0,01 
0,406 1,48 
0,361 1,48 
0,305 | 1,45 
0,240 1,47 
0,208 | 1,51 1,52 
A, = 2,46. B,=+ C,= 0,225 
ite yah Tabelle 52. ls Pb(NO,),. 
0,365 | 1,84 


0,348 1,31 
0,314 1,25 
0,287 1,20 
0.254 | 1,14 
A,= 2,87. B,= 0,87. C,= 0,070. 


a 


graphische Dar- 
stellung von A, als Funk- 
tion von ? nach den Zahlen °? 
dieser Tabellen, die für 3 
einige der Chloride als Bei- 30 
spielen in Fig. 2 wieder- 
gegeben ist, läßt in der Tat 
das Minimum von 4, mit 
steigender Konzentration 
überall, wo die Beobach- 
tungen weit genug reichen, 
deutlich hervortreten, und 
außerdem zeigen, soweit 
vorstehendes zutrifft, die 
sämtlichen Kurven eine be- 
merkenswerte gemeinsame 
Eigenschaft, sie verlaufen 
nämlich sehr nahe symme- 
trisch in bezug auf das 
Minimum; sie sind aber 
weder Parabeln noch Hy- 


perbeln und eine einfache, 0,3 06 07 08 09 wi 
- ig. 2. 


3,3 


5 


|| 
- 
1,93 
| 
| 
i AS" 
a, 
| 
i 
ER ~ 
A 


A. Heydweiller. sak 


sie darstellende algebraische Funktion weiß ich nicht ap. 
zugeben. 

Es sei übrigens noch betont, daß in der Darstellung der 
Fig. 2 die Änderungen der Oberflächenspannung mit dem 
Dissoziationsgrad stark vergrößert erscheinen; die 4, sind ja 
die prozentischen Änderungen, und so variiert es z. B. für die 
Strontiumchloridlösungen im Maximum innerhalb des Beob. 
achtungsintervalles nur um 8,6 Tausendstel, also noch nicht 
ganz um 1 Proz. (zwischen 0,087 und 1,5-normal). 

Der im Vorstehenden geschilderte Verlauf von 4, läßt 
sich, wie in der ersten Abhandlung!) gezeigt wurde, gut dar. 
stellen durch die Grüneisensche Beziehung, der wir hier die 
Form geben 
(1) A, = 4,i+ Bl —it)+C,m. 

Ich möchte erwähnen, daß ähnliche Ansätze und Versuche, 
dadurch die Ioneneigenschaften getrennt zu bestimmen, früher 
schon mehrfach gemacht wurden. 

Der Arbeit von Hrn. W. F. Magie?) habe ich in einer 
Zusatzbemerkung*) zu der ersten Arbeit bereits gedacht. Hr. 
Magie hatte die Freundlichkeit, mich auf eine Arbeit von 
J. G. Mac Gregor‘) aufmerksam zu machen, und ferner ist 
noch eine weitere Arbeit von E. H. Archibald‘) zu erwähnen. 
Aber in allen diesen Arbeiten wird versucht, die Lösungs 
eigenschaften als lineare Funktion des Dissoziationsgrades dar- 
zustellen, oder, mit anderen Worten, es wird die Konstante ( 
der Grüneisenschen Beziehung gleich Null gesetzt, was aber 
in vielen Fällen, so auch hier bei der Oberflächenspannung, 
nicht den wirklichen Verhältnissen entspricht. 

Ich habe die in den Tabb. 28—52 zusammengestellten 
Versuchsergebnisse nun mit Hilfe der Grüneisenschen Be 
ziehung berechnet und in die Tabellen die Werte der drei 
Konstanten 4,, B, und C,, sowie die berechneten Werte von 4, 
und deren Unterschiede ö gegen die beobachteten 4, ein 
getragen. 


1) A. Heydweiller, Ann. d. Phys. 30. p. 875. 1909. _ 

2) W. F. Magie, Phys. Rev. 25. p. 171. 1907. 

3) A. Heydweiller, Ann. d. Phys. 31. p. 1063. 1910. 

4) J.G. Mac Gregor, Phil. Mag. (5) 43. p. 46 u. 99. 1897. 

5) E. H. Archibald, Trans. Nov. Scot. Inst. 9. p. 335. 1897/98. 
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Für einen Teil der Versuche, die einen hinreichenden 
Umfang, namentlich nach kleineren Konzentrationen haben, 


wurde die Berechnung der Konstanten nach der Methode der er 


kleinsten Quadrate durchgeführt und zwar für: de 


die Chloride von Li, Na, K, NH,, Mg, Ca, Sr, Ba, R 


die Nitrate von Li, Na, K, NH, und für KF. re 


Für die übrigen 12 Versuchsreihen habe ich mich mit einem 
graphischen Ausgleichsverfahren begnügt, da das rechnerische 
noch nicht lohnend erschien, und kann daher die Werte der 
Konstanten nur als Näherungen und mit Vorbehalt geben. 

Überhaupt ist zu bemerken, daß die Genauigkeit, mit der 
die Konstanten aus den Beobachtungen hervorgehen, selbst 
für die besten Versuchsreihen nur eine sehr mäßige ist. Nament- 
lich gilt dies für die Konstanten B, und C,; kleine Ver- 
schiebungen der beobachteten Werte können diese sehr be- 
trächtlich verändern, und man kann leicht erheblich verschiedene 
Wertepaare von B, und C, finden, welche die Beobachtungen 
bei gleichem 4, kaum minder gut darstellen, als die angegebenen, 
während die 4, sich mit etwas größerer Sicherheit ergeben, 
aber auch noch in der zweiten Stelle um mehrere Einheiten 
unsicher sein können. Es liegt das an der Kleinheit der zu 
beobachtenden Wirkungen. 

Im übrigen ist die Übereinstimmung zwischen Berechnung 
und Beobachtung sehr befriedigend, und die Abweichungen 
zwischen beiden übersteigen nie die wahrscheinlichen Beob- 
achtungsfehler; die mit Hilfe der Formel zu berechnenden 
Oberflächenspannungen der Lösungen weichen nur selten und 
nur in den höheren Konzentrationen um mehr als 0,2 Proz. 
von den beobachteten Werten ab; in den meisten Fällen 
bleiben die Unterschiede unter 0,1 Proz. 

In Tab. 53 gebe ich noch eine Zusammenstellung der 
sämtlichen Konstanten 4,, B,, C,, wie sie aus den mitgeteilten 
Versuchen in der vorstehenden Weise abgeleitet sind; in dieser 
Tabelle sind auch die Konstantenwerte für vier Salze aus 
zwei- und zweiwertigen Ionen nach dem folgenden Abschnitte 
aufgenommen. 


+ 


: 


] 
t 
| 
- 


Die Konstanten A,, B,, C, für die een 


B, C, A, B 


Salze mit ein- und einwertigen Salze mit ein- und zweiwertigen 
Tonen Ionen 

KF | 3,869 | —1,621 | 0,885 | '/,MgCl, | 3,002 | +0,332 | 0,298 

Lidl 4,115 | +0,090 | 0,235  1/,CaCl, 4,553 | —1,517 | 0,456 

NaCl 2,643 +0,382 0,233  1/,SrCl, 4,753 | — 2,751 | 0,618 

KCl 2,899 | -1,881 | 0,251 | '/,BaCl, 3,754 —1,110 | 0,884 

NH,CI | 2,764 | —1,365 | 0,151 | 1/, ZnCl, 3,60 | —1,31 | 0,296 

LiBr 2,48 | +0,10 | 0,180  1/,Na,SO, | 3,48 | —0,49 | 0,856 

 NaBr 2,92 |-2,44 | 0,424  1/,K,SO, 4,70  —2,05 | 0,883 

2,26  -2,34 | 0,215 | 1/,(NH,,SO, 4,30 | —2,03 | 0,821 

2,931 | —0,174 | 0,176 | 1/,Ca(NO,) | 3,09 | —0,54 | 0,286 

1/,$r(NO,), | 2,78 | —0,52 | 0,836 

1/,Cd(NO,), | 2,46 | +0,06 | 0,225 

1/,Pb(NO,), | 2,87 | +0,37 | 0,070 

Salze mit zwei- und zweiwertigen 

| ',MgSO, | 4,48 | -2,00 | 0,450 

4 1/,CdSO, 6,52 —2,17 | 0,487 

ZnSO, 7,938 —2,64 | 0,581 

„se | JyCuSO, | 6,40 | -2,21 | 0,498 


. 5. Beobachtungen an Salzen aus zwei- und zweiwertigen Ionen. 
cm Die Salze aus zwei- und zweiwertigen Ionen bedürfen 
einer gesonderten Behandlung wegen ihrer Ausnahmestellung, 
die bereits auf p. 162 erwähnt wurde. Sie zeigen wohl aus- 
nahmslos starke Neigung zur Bildung von Komplexionen, so 
daß bei ihnen das Leitvermögen kein richtiges Maß für den 
Dissoziationsgrad liefert. 
Nun habe ich aber in der vorhergehenden Abhandlung?) 
darauf hingewiesen, daß möglicherweise die wahre Dissoziation 


auch für sie die lineare Beziehung zwischen 4, uud i gültig 
ist, und daß die Abweichung hiervon in der Beziehung zwischen 
A, und A/A, an der Veränderlichkeit von A, mit der Kon- 


1) A. Heydweiller, Ann. d. Phys. 30. p. 901—902. 1909. 
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yentration liegt. Wir wollen den Versuch machen, die in der 
dort angegebenen Weise bestimmten Dissoziationsgrade hier 
einzuführen. : 
In Kohlrauschs Tabelle der Ionenbeweglichkeiten be- 
finden sich nur drei zweiwertige Anionen: SO,, CrO, und C,0,. — 
Yon den Salzen derselben mit zweiwertigem Kation kommt 
eine ganze Anzahl wegen zu geringer Léslichkeit hier nicht 
in Betracht, und von den übrigbleibenden liegen nur für die 
vier Sulfate des Magnesiums, Cadmiums, Zinks und Kupfers 
ausreichende Bestimmungen der Oberflächenspannung vor, die 
in den folgenden Tabb. 54—57 zusammengestellt sind. ‘ 


Tabelle 54. MgSO, (Mittelwerte). 


Beobachter: fiir verdiinnte Lösungen Kleine (6), 
» konzentrierte _,, vgl. Tab. 2. 


a 


Tabelle 55. Cd80, (Piepenstock 9). 


0,196 0356 | 1,48 | 1,58 


0,169 0,307 1,36 1,86 
0,146 0,265 1,29 1,28 
0,126 0,229 1,24 1,25 
0,118 0,205 1,27 1,27 
0,108 0,187 1,81 | 1,29 

0,156 187 | 1,87 


B,=- 2,17. 0, = 0,487. 


4 
en £ 
292 
618 
296 
356 Gh Tete 
286 
336 
| 
Ay | A,—B.  peob. ber. | | 
2 0053 0,509 0,650 2,36 224 | +012 5 
0177 | 0,892 0,588 1,89 
| 0,338 0,348 0,554 1,59 1,74 —0,15 ae er 
0,677 0,293 0,501 1,41 1,54 
m 111 0,247 0,447 1,35 1,40 — 0,05 
2,10 0,181 0,368 1,37 1,33 | +0,04 
an. 2,70 0,153 0,332 1,37 1,37 + 
fen 3,62 0,127 0,288 150 | 1,50 + an 
ng 4,42 0,097 0,242 1,55 | 1,56 —0,01 fice" 
A, = 4,48. B, =— 2,00. 0, = 0,450. 
len 
| 
on 1,71 + 
aß 2,29 +0,01 » 
3,18 +0,02 
4,45 + 3 


116 = A. Heydweiller. 7 


Tabelle 56. ZnSO, (Valson 13). 


leic 
| 
; |. 4-B, 4 
0 4,-B, beob. | ber. 
0,218 0,353 | 1,80 1,81 -0,01 
0,183 0,305 1,65 1,64 +0,01 
0,156 0,260 1,55 1,55 + Bei 
0,135 0,225 1,51 1,51° + fir 
0,119 0,198 1,58 1,54 +0,04 


un 
A, = 1,93. B, =— 2,64. OC, = 0,581. 


3 
die 
Tabelle 57. Cu80, (Valson 13). 3 det 


0,210 0,365 | 1,47 
0,181 0,315 1,30 1,30 | + Ko 
0,159 0,277 1,22 1,23 | 0,01 We 
0,144 0,250 | 1,28 1,27 +0,01 Ko 
A, = 6,40. B, =— 2,22. C, = 0,428. 
‚Diese Tabellen enthalten außer den mit i’ bezeichn ra 
Werten von A/4A, auch die, wie vorstehend angegeben, be wa 
rechneten Werte von i = (4,—B,)/A,— B, Dabei ließ sich B, ing 
mit ausreichender Genauigkeit durch Extrapolation aus de 
Kurven für 4,-i’ ableiten, wegen der kleinen Werte von? 
(vgl. auch p. 892 der vorigen Abhandlung), und für 4, wurde 
die Summe der Ionenmoduln nach Tab. 30, p. 895 der vorigen 
Abhandlung eingesetzt, der Ionenmodul von !/,SO, also aus Sc 
den Verbindungen mit einwertigen Kationen entnommen. : 


Berechnet man nun die Konstanten der Beziehung (Il), 
p. 172, mit den Werten :’= A/A,, so erhält man Werte de 5 ‘? 
Konstanten, die mit 4,’, B,’ und C, bezeichnet seien, während 
die Konstanten 4,, B,, C, der Tabellen unter Benutzung der Ot 
Werte i sich ergeben. K 


Verwendet man zur Berechnung der ersteren Konstanten og 
ein Beobachtungsintervall, innerhalb dessen die A,-:’-Kurw Pp 
we 


nahezu geradlinig verläuft und der Beziehung folgt: 


—— 
| 
ae 
1,24 
— 
"3 2,46 
3,05 
24 
ax 
Hin 
er 
Of 
EXT = 4, = — re tri 
j 


a lassen sich A, und B aus 4, und B,’ nach folgenden 


Bei. den Sulfaten von Cd, Zn und Cu trifft diese 
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leicht abzuleitenden re berechnen: 


fir das ganze vorliegende Beobachtungsintervall von 4, z 
und es ist außerdem B/ = B,, also auch B = B’. { 
Für MgSO, dagegen ist das Beobachtungsintervall durch 
die Beobachtungen von Kleine an verdünnten Lösungen be- 
deutend größer, und ich habe hier die letzteren Beobachtungen 
zunächst zur Berechnung von 4,’, B,' und C, benutzt, die 
Konstanten aber so bestimmt, daß die daraus abgeleiteten 
Werte von A, und B, auch die Beobachtungen bei höheren 
Konzentrationen noch befriedigend wiedergeben. Br 
Die Berechnung ergibt nun für die Sulfate von Cadmium, +, 
Zink und Kupfer abnorm große Werte von 4,” (13,8, 14,4 
und 12,8), während die Werte von 4, sich, wie Tab. 53 zeigt, 
den Werten für die übrigen Salze ziemlich gut anschließen, | 
was dieser Berechnungsweise eine gewisse Berechtigung gibt 
(vgl. hierzu noch p. 181 ff.). = 


6. Betrachtungen und Folgerungen. 


Bevor wir daran gehen, aus dem vorliegenden Material 
Schlüsse zu ziehen, haben wir mit Rücksicht auf ein bekanntes 
Theorem von Gibbs noch die Frage zu erörtern, ob die 
Werte 4, wirklich die äguivalenten Änderungen der Oberflächen- — 
spannung darstellen. 

Dieses Theorem von Gibbs nämlich besagt, daß in der 
Oberfläche von Lösungen durch die Oberflächenkräfte selbst 
Konzentrationsänderungen auftreten müssen, und zwar Kon- 
zentrationsvermehrungen, wenn der gelöste Stoff die Oberflächen- _ 
spannung des Lösungsmittels vermindert, Verminderungen, 
wenn er sie vermehrt, wie in allen hier untersuchten Fällen. 
Offenbar ist es, wenn diese Konzentrationsänderungen be- 
trächtlich sind, nicht mehr gestattet, zur Ermittelung a aan 


Annalen der Physik. IV. Folge. 33. 
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für m die mittlere Konzentration der Lösung 
e MG, 


einzusetzen. 

Nun wirkt aber diesen Konzentrationsänderungen durch 
die Oberflächenkräfte der osmotische Druck bzw. die Diffusion 
entgegen, und Gibbs selbst hat schon hervorgehoben, was 
auch einfache Überlegungen ergeben, daß im Falle von Lösungen, 
die eine größere Oberflächenspannung als das Lösungsmittel 
besitzen, diese Konzentrationsänderungen zu vernachlässigen sind, 

Anders verhält es sich mit Lösungen, die wie z.B. die 
 Säurelösungen in Wasser eine Erniedrigung der Oberflächen 


R u spannung zeigen; und es scheint mir nicht zweifelhaft, daß 


die abnorm großen, negativen Werte von 4,, die z.B. Hr. 
Forch(2) für die Säuren, insbesondere für die Fettsäuren 
und namentlich in großen Verdünnungen gefunden hat, anf 
diesen Umstand zurückzuführen sind und gar nicht die wirk 


ne 5 lichen Werte von 4,, die überhaupt in diesen Fällen nicht m 


bestimmen sind, darstellen. Man wird daher vorläufig darauf 
verzichten müssen, die Säurelösungen mit in diese Betrach- 
tungen einzureihen. 
Zwischen den drei Konstanten der Grüneisens 
Gleichung 
(1) 4=4i+ Bil -)+Cm 


W pe 


besteht ganz allgemein eine Beziehung, die sich aus dem Verlauf 
der Dissoziationsgrad-Konzentrations- (i-m)Kurve an der Stelle 
i=i, und m=m,, an der das Minimum von 4 liegt, ergibt, 
Da an dieser Stelle (04/0i) = 0 ist, so folgt durch Differen- 


tiation von (1) leicht ri 
(4) 
© di m=m 


Die erwähnte, aus Fig. 2 ersichtliche Symmetrie der 
4,-i-Kurven gegen die Stelle i=i, führt weiter auf eine 
bemerkenswerte Eigenschaft der i-m-Kurven. 

Denn nimmt man zwei symmetrisch gelegene Punkte 
i=i und i=i, der ersteren Kurven, für welche 


du 


er: 
= 
j 
Ke 
is . 
zie 
an sın 
> Kt 
wa 
AR 
> 
un 
| 
au 
it 
B 
sp 
K 
> 
th 
1 
ry 
in 
n 
Br ist, und also die 4, gleiche Größe haben, so erhält man leicht vi 


Physikalische Eigenschaften von Lösungen usw. II. 179 


durch Subtraktion der entsprechenden Gleichungen (1) die 
weitere Beziehung für die Konstanten der Oberflächenspannung: 


Sung 


urch 6 my _ Ms A,-— B, 
1sion Ca 
bees d.h. die Stelle i=%, und m=m, der i-m-Kurven ist der 
gen, Schnittpunkt eines der m-Achse parallelen Durchmessers der 
ittel Kurve mit dieser. 
sind. Die Prüfung an der Erfahrung zeigt, daß diese Be- 
ziehungen in der Tat mit beträchtlicher Annäherung erfüllt 
sind, allerdings nur innerhalb gewisser Grenzen. Die i-m- 
Kurven einiger Salze (von KJ und KBr z. B.) zeigen mit 
wachsender Konzentration einen Wendepunkt, und für m-Werte, 
die jenseits dieses Wendepunktes liegen, kann die letzte Be- 
tiehung nicht mehr gelten. 
Die Symmetrie der 4,-i-Kurven hat noch die weitere 
Bedeutung, daß man aus einem Stück der Kurve, welches 
einen größeren Teil des einen Zweiges und die Minimumstelle 
umfaßt, den übrigen Teil des anderen Zweiges konstruieren, 
und so z. B. aus Beobachtungen bei kleineren Dissoziations- 
graden die Werte für die größeren mit ziemlicher Sicherheit 
auch ohne Rechnung ableiten kann. 
Wir gehen zur Betrachtung der Konstanten in Tab. 53 
über und erinnern daran, daß A, den Einfluß der Ionen, 
3, den der nichtdissoziierten Salzmoleküle auf die Oberflächen- 
spannung darstellt, während C, ein Maß für den von der 
Kohäsion des gelösten Körpers herrührenden Anteil der Ober- 
fächenspannung gibt; und zwar würden 4, und B, die auf 
ig-Aq. im Liter bezogene prozentische Änderung derOberflächen- 
spannung durch dissoziierte bzw. nichtdissoziierte Salzmoleküle 
in unendlicher Verdünnung (m = 0) darstellen. 
Es fällt bei der Betrachtung der Tab. 53 folgendes auf. 
Zunächst sind, ihrer Bedeutung entsprechend, die Konstanten C, 
alle positiv. Aber das gleiche gilt auch von den 4,, während 
die B, wechselndes Vorzeichen besitzen; d. h. während die 
nichtdissoziierten Salzmoleküle je nach ihrer Natur die Ober- 
flächenspannung sowohl verkleinern, wie vergrößern können, 
haben die Salzionen in allen bisher untersuchten Fällen einen 
vergrößernden Einfluß. Daß der durch A, — B, dargestellte 
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Einfluß der Dissoziation immer ein vergrößernder sein muß, 
folgt aus der Tatsache, daß C, immer positiv ist und aus der 
Gleichung (4), da dm/di immer negativ ist, und gilt z.B, 
auch für die innere Reibung nach Hrn. Grüneisens!) und 
weiteren noch nicht veröffentlichten Versuchen von Hr, 
K. Schneider. Aber für die letztere Eigenschaft kann 4 
auch negativ sein; und gerade die Vergleichung mit der inneren 
Reibung zeigt, daß in unserem Falle der Ioneneinfluß verhältnis. 
mäßig gering und nur wenig von der Natur der Ionen abhängig 
ist; variiert dieser Einfluß doch in allen untersuchten Fällen 
mit recht verschiedenen Ionen (10 Kationen und 6 Anionen) 
nur zwischen 2,2 und 7,9 Proz. der Oberflächenspannung 
pro g-Äqu. dissoziierten Salzes, während die entsprechende 
Reibungskonstante zwischen — 8 und + 50 Proz. variiert, 

Das weist auf eine gemeinsame Ursache in der Änderung 
der Oberflächenspannung durch die verschiedenen Ionen hin. 

Gemeinsam sind den Ionen aber die elektrischen Ladungen, 
und die elektrischen Kräfte dieser Ladungen müssen in der 
Tat die Oberflächenspannung beeinflussen und zwar vergrößern, 
Denn damit diese Kräfte sich das Gleichgewicht halten, müssen 
die Ionen eine derartige Verteilung haben, daß positive mit 
negativen reihenweise abwechseln. Wenn wir uns also das 
wirkliche statistische oder dynamische Gleichgewicht durch ein 
fingiertes statisches ersetzt denken, so können wir uns die 
Ionen abwechselnd mit positiven und negativen Ladungen 
etwa in quadratischer oder hexagonaler Anordnung vorstellen, 
und auf jedes einzelne Ion werden dann Kräfte von den um- 
gebenden ausgeübt, die teils anziehend, teils abstoßend sind; 
die anziehenden aber müssen überwiegen und in der Ober- 
fläche zu einer Zugspannung führen, die einer Vermehrung 
der Oberflächenspannung gleichkommt. 

Diese auf ein einzelnes Ion ausgeübten Kräfte oder die 
auf die Länge eines Ionenabstandes kommende Zugspannung 
läßt sich darstellen durch pe?/öa?, worin e das elektrische 
Elementarquantum bzw. die Ladung eines Ions, a den Ionen- 
abstand, ö die Dielektrizitätskonstante des Mediums, des 


1) E. Griineisen, Wiss. Abh. der Phys.- Techn. Reichsanstalt 4 
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_ Wassers, und p einen von der Gleichgewichtskonfiguration der 
Ionen abhängigen Faktor bedeuten, welcher letztere für einige 
mögliche Gleichgewichtsanordnungen nicht erheblich verschieden 
yon 1 und wohl jedenfalls von der Größenordnung 1 ist. 

Nennen wir p’ das Verhältnis des kleinsten Abstandes 
von zwei gleichnamigen Ionen zu dem von zwei ungleichnamigen, 
so wird die Zugspannung auf die Längeneinheit, oder die Ver- 
größerung der Oberflächenspannung pe?/p’öa?, also da 1/a® 
die Zahl der Ionen in der Volumeneinheit, proportional der 
Ionenkonzentration, auf die Konzentrationseinheit bezogen, also 
eine Konstante, der Konstanten 4, entsprechend. 

Zur numerischen Berechnung dieser Konstanten setzen wir 
p/p’ = 1, was annähernd zutrifft, ferner mit Hrn. Planck’) 
das elektrische Elementarquantum e = 4,7.1071° 0.6.8. (el.-stat.), 
die Loschmidtsche Zahl (Molekülzahl im cm? Gas bei 0° und 
760 mm Hg-Druck) 2,8.10!°, woraus für die vollständig disso- 
zierte Normallösung eines binären Elektrolyten mit einwertigen 
Ionen, die Zahl der letzteren im cm? zu 


101 = 1,25. 10 = 


folgt. Die Dielektrizitätskonstante des Wassers bei 18° d= 81 
angenommen, ergibt sich also 


2 2 —20 6 21 F 
hae 4,77. 10—?°.1,25.10 = 8,4 Dyne vadoiealy 


da? 81 cm gr 
jet sade 


15 Dyne/cm beträgt, so ist die durch die elektrischen Kräfte 
der Ionen bedingte Vermehrung dieser Oberflächenspannung 
für ein vollkommen dissoziiertes g-Aq. eines Elektrolyten mit 
ein- und einwertigen Ionen etwa 4,5 Proz. der ersteren. Das 
entspricht aber in der Größenordnung in der Tat ziemlich 
genau den oben festgestellten Werten von 4.. 

Für Elektrolyte aus ein- und zweiwertigen Ionen wird bei 
gleicher Aquivalentkonzentration die Ionenkonzentration 1/a® 
im Verhältnis von 4:3 kleiner, dagegen, da die Hälfte der 
Ionen die doppelte Ladung erhält, e? im Verhältnis ron 1:2 
größer, also e?/da* im Verhältnis von 1,5:1 größer. Für Salze 


1) M. Planck, Ann. d. Phys. 9. p. 641. 1902. AMECIIZ TOD, 
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A. Heydweillenn 


aus zwei- und zweiwertigen Ionen wird gegen die aus ein 
und einwertigen e sowohl, wie a*, also auch e?/öa®? verdoppelt 
Nun ersieht man aus Tab. 53, daß für die vier einwertigen 
Chloride A, im Mittel etwa 3,1, für die zweiwertigen dagegen 
4,3, also im Verhältnis von 1,4:1 größer ist; für die Sulfate 
und Chloride von K, Na, NH, ist das Verhältnis 4,2: 2,8 = 1,5:1 
und die Sulfate der zwei- und einwertigen Metalle ergeben 
6,4:4,2= 1,5:1. Im Gesamtmittel erhält man für die ein. 
und einwertigen, die ein- und zweiwertigen und die zwei- und 
zweiwertigen Ionenverbindungen für A, die Werte 3,0, 34 
und 6,3. 

Das sind natürlich nur Näherungsrechnungen, da ohne 
speziellere Annahmen über die Anordnung der Ionen eine ge. 
nauere Durchführung, welche die Kenntnis von p/p’ erfordert, 
nicht möglich ist. Aber diese Beziehungen machen es doch 
sehr wahrscheinlich, daß die Wirkung der Ionen auf die Ober. 
flächenspannung zum größeren Teil auf die elektrischen Kräfte 
ihrer Ladungen zurückzuführen ist. 

Eine genauere Übereinstimmung zwischen Rechnung und 
Beobachtung ist auch deswegen nicht zu erwarten, weil sich 
augenscheinlich über diese elektrische Wirkung noch ein 
spezifischer Einfluß der verschiedenen Ionen auf das Lösungs 
mittel überlagert, der in der Verschiedenheit der 4,-Werte für 
gleichkonstituierte Salze zum Ausdruck kommt. Dieser Einfluß 
aber ist vergleichsweise klein und aus dem vorliegenden Beob- 
achtungsmaterial nicht mit solcher Sicherheit abzuleiten, daß 
darauf allgemeine Schlüsse zu gründen wären. 

Der durch die Konstante B, dargestellte Einfluß der 
nichtdissoziierten gelösten Moleküle auf das Lösungsmittel er- 
gibt teils eine Vergrößerung, teils eine Verkleinerung der 
Oberflächenspannung; der erstere Einfluß ist in allen Fällen 
vergleichweise gering, während der letztere von ungefähr der- 
selben Größe wie der Ioneneinfluß werden kann; in höheren 
Konzentrationen macht er sich natürlich stärker geltend. Da 
die Unsicherheit in den Werten von B, aber, wie erwähnt, 
eine beträchtliche ist, ist es hier vorläufig noch weniger mög- 
lich, allgemeinere Beziehungen aufzufinden. 

Die Konstante C, endlich, die den wechselseitigen Einfluß 
der gelösten Teile aufeinander darstellt, kann man auf die 
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Kohäsionskräfte des gelösten Körpers zurückführen. Es müssen 
sich daher, wie ich in der vorläufigen Mitteilung!) angedeutet 
habe, Beziehungen zwischen der Konstante C, und den Ko- 
häsionsdrucken bzw. den van der Waals-Konstanten a für 
gelösten Körper und Lösungsmittel ergeben. Aber neue Ver- 
suche haben mir gezeigt, daß die Beziehungen nicht so ein- 
facher Art sind, wie ich damals annahm, so daß die dort ge- 
gebenen Werte der van der Waals-Konstanten a doch nur 


Auf weitere Beziehungen der Oberflichenkonstanten zu 
anderen Lösungskonstanten soll erst später nach Verarbeitung 
und Mitteilung weiteren Beobachtungsmaterials eingegangen 
werden. 


Zusammenfassung. ty 


1. Das gesamte durch Arbeiten meiner Schüler nament- 
lich für kleinere Konzentrationen stark vermehrte Beobach- 
tungsmaterial über Oberflichenspannungen von wässerigen 
Salzlösungen in verschiedenen Konzentrationen wurde gesichtet 
und einheitlich verarbeitet. 

2. Es ergab sich ein nach Genauigkeit und Umfang aus- 
reichendes Beobachtungsmaterial, um die Abhängigkeit der 
prozentischen molekularen Änderung der Oberflächenspannung 


der Lösungen gegen Wasser von gleicher Temperatur als 
Funktion des Dissoziationsgrades i darzustellen für 29 Salze, 
13 aus ein- und einwertigen Ionen, 12 aus ein- und zwei- 
wertigen, und 4 aus zwei- und zweiwertigen. 

3. Es zeigte sich ausnahmslos, daß 4, nicht, wie man 
bisher meist annahm, konstant, d. h. unabhängig von der 
Konzentration m ist, sondern mit steigender Ionisation (ab- 
nehmender Konzentration) ein ausgesprochenes Minimum auf- 
weist (p. 164); die A,-i-Kurven zeigen eine bemerkenswerte 
Symmetrie, die einen Rückschluß auf die Form der i-m- 
Kurven gestattet (p. 171 und 178). 


1) A. Heydweiller, Verhandl. d. Deutsch. Physik. Gesellsch. 10. 
p.245. 1908. 
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A. Heydweiller. 


4. Die 4,-i-Kurven lassen sich durch die Grüneisensche 

Beziehung 

A, = B,+(4,-—B)i+C,m 
gut darstellen; die Genauigkeit, mit der sich die Konstanten 
A,, B,, C, dieser Beziehung aus den Beobachtungen ergeben, 
ist allerdings nur eine sehr mäßige; am sichersten ergibt sich 
noch die Ionenkonstante A,. 

5. Diese letztere ist immer positiv, variiert nur innerhalb 
enger Grenzen (zwischen 2 und 8 Proz.) und ist namentlich 
für Salze vom gleichen Typus (mit gleichwertigen Ionen) nur 
wenig verschieden; es wird dadurch sehr wahrscheinlich, daß 
der Einfluß der Ionen auf die Oberflachenspannung haupt- 
sächlich von ihren elektrischen Wechselwirkungen herrührt, 
die sich nach der Rechnung in der Tat von derselben Größen- 
ordnung ergibt und — in Übereinstimmung mit den Beob- 
achtungen — für Salze aus ein- und zweiwertigen Ionen etwa 
1,5mal, für solche aus zwei- und zweiwertigen Ionen etwa 
zweimal größer als für Salze aus ein- und einwertigen Ionen 
(p. 182). 

6. Der Einfluß der nichtdissoziierten Moleküle auf die 
Oberflächenspannung (Konstante B,) ist immer kleiner als der 
der Ionen; er kann positiv oder negativ sein, letzteres in den 
meisten Fällen, und liegt zwischen +1,0 und —3,0 Proz. für 
ein Grammäquivalent. 

7. Endlich übt noch die Kohäsion des gelösten Körpers 
einen (bei mäßigen Konzentrationen vergleichsweise kleinen) 
mit der Konzentration wachsenden Einfluß auf die Oberflächen- 
spannung aus, der seiner Natur nach immer positiv ist und 
zwischen 0,07 und 0,6 Proz. für die normale Konzentration 
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8. Ist der Michelsonversuch beweisend? 


von M. Laue. 


Da der Michelsonsche Interferenzversuch als das Funda. 

ment der Relativitätstheorie eine ganz einzigartige Bedeutung 
für die Entwickelung der Physik gewonnen hat, so ist es not 
wendig, seine Deutung wie gegen alle Zweifel so auch gegea 
die jüngst von Hrn. Kohl!) geäußerten Bedenken sicherzustellen, 
Es liegt in der Natur der Sache, daß dabei nur altbekannte 
Sätze aus der Theorie der Interferenzerscheinungen zur Sprache 
kommen; die Absicht, volle Klarheit zu schaffen, mag es ent 
schuldigen, wenn wir dabei etwas weitschweifig geworden sein 
sollten. 

Wir beginnen mit der Aufzählung der wesentlichen Teik 
des Michelsonschen Interferometers; beim Übergehen der 
anderen Teile des an sich viel komplizierteren Apparates sind 
wir in Übereinstimmung mit Hrn. Kohl. Es sind dies eine 
halb durchlässig versilberte ebene Glasplatte P (welche wir 

als gegen die Lichtwellenlänge sehr dünn 
voraussetzen können), an welcher sich 
der unter ungefähr 45° einfallende Licht- 
strahl in einen reflektierten und einen 
hindurchgehenden Strahl spaltet; ferner 
zwei Spiegel J und J/, auf welchen die 
letzteren ungefähr senkrecht auftreffen, 
. so daß sie nach der Spiegelung zur 
_ Platte P zurückkehren. Eine nochmalige Zerlegung von ihnen 
am P liefert unter anderem zwei nach dem Fernrohr F hin- 

laufende Strahlen, deren Interferenz in F beobachtet wird. 

=, Dies Interferenzbild kann nun zu zwei ganz verschiedenen 
Typen gehören; man untersucht sie am besten, wenn man 


DE. Kohl, Ann. d. Phys. 28. p. 259. 1909. 
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Ist der Michelsonversuch beweisend? 


je 


% 


nach der Lage des von P entworfenen Spiegelbildes des 
Spiegels // (in der Fig. durch JJ’ angedeutet) fragt. 

I. Dies Spiegelbild ist dem Spiegel / genau parallel. Man — 
sieht dann in der Brennebene des Fernrohrobjektives die EIER 
Interferenzerscheinung an der planparallelen Luftschicht J IT’. ey 

Der physikalische Unterschied zwischen der Vorder- und — 
Rückfläche einer wirklichen Planparallelplatte, welche den 
Phasensprung a bei einem der interferierenden Strahlen be- 7 
dingt, wird hier ersetzt durch die Verschiedenheit der 
Spiegelungen von der versilberten Fläche der Platte P; denn . 
der eine der Strahlen wird im Glase, der andere in Luft an 
ihn reflektiert. 

Diese Interferenzkurven gleicher Neigung sind bekanntlich 
konzentrische Kreise!). Der Gangunterschied eträgt = 


(a — d)cos 
Vin 


Strahles, bezeichnen. Daraus folgt einmal, daB bei keinem 
der Streifen der Gangunterschied Null sein kann, es sei denn 
a=}, dann aber treten überhaupt keine Interferenzringe mehr = 
auf. Im weißen Licht sind diese Streifen daher, wenn über- : 


haupt, nur sehr verschwommen sichtbar. Ändert man ferner ——_ 3 
die Differenz a — 4, so wandert jeder Streifen so, daß 
(a — 5) cos 8 


konstant bleibt, in der Nähe des Zentrums des Ringsystems 
ad so, daB 


sich nicht ändert. Die Streifenverschiebung ist daher . br) 


Änderung von a — 5 auch nicht annähernd proportional. a 
II. Das Spiegelbild Z/’ bildet mit J einen gewissen Winkel. $ x 


Dann treten an dem Luftkeil zwischen //’ und J die zu den EN 


Tara 
= 


1) Vgl. z. B. E.Gehreke, Die Anwendung der Interferenzen in 
der Spektroskopie und Metrologie. Braunschweig 1906, Fig.31. = u 
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M. Laue. 


Newtonschen Streifen gleicher Dicke komplementären Inter 
ferenzstreifen auf. Sie liegen in derjenigen Ebene, in welch 
das Fernrohrobjektiv den Keil abbildet und sind der Kante da 
Keils parallele Gerade. Ist a gleich 4 gewählt, so schneidet 
IT den Spiegel . Wir haben dann in der Mitte des Ge. 
sichtsfeldes den Streifen vom Gangunterschied Null, also ein 
Intensitätsminimum, welches sich als einziges bei Änderung 
der Wellenlänge nicht verschiebt und bei Beleuchtung mit 
weißem Licht scharf und farblos bleibt. Verändert man 
eine der Armlängen a oder 5 ein wenig, so ist dies die Ur. 
sache für die Verschiebung des genannten Doppelkeils in 
seiner Ebene und mit ihm wandern die Interferenzstreifen 
senkrecht zu ihrer Richtung um eine Strecke, welche der 
Differenz a — 5 proportional ist. Ein weiterer Unterschied 
dieser Streifen gegen die Planparallelitätsringe ist der, daß 
das ganze System auch bei der Beleuchtung mit einer einzelne 
Welle auftritt, während bei den ersteren eine solche nur einen 
Punkt im Gesichtsfeld erhellt. 

Bei dem in Rede stehenden Versuch über den Einfluß 
der Erdbewegung waren nun zweifellos Interferenzstreifen der 
zweiten Art benutzt, Dies geht aus Michelsons Darstellung 
in seinem Buche „Light waves and their uses“!) unzweideutig 
hervor. Aus den späteren Arbeiten von Morley und Miller 
zitiere ich als Belegstellen wörtlich: „In one of the usual 
adjustments of distances and angles, parallel fringes ar 
seen when the eye or the telescope is made to give distine 
vision of one of the mirrors / or II. The fringes apps 
rently coincide with these surfaces. A central fringes is 
black, on either side are coloured fringes, less and les 
distinct till they fade away into uniform illumination. If the 
path of either ray is shortened, the fringes move rapidly to 
one side. If we engrave a scale on J or II we can, after 
any alteration of one of the paths, restore with great accuracy 
and ease the former relations by bringing the central dark 
fringe to its original place on this scale.“ Ferner: ,,A telescope 
magnifying thirty-five diameters gave distinct vision of mirror 8, 
at whose surface the interference-fringres are apparently 


=) 


1) A. A. Michelson, Chicago 1908.00 
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joealized.“") Aus dem ersten Zitat geht außerdem noch hervor, ; 

daß die Verfasser gesehen haben, daß eine Veränderung der PR De er 
Armlängen die von der Theorie nel Streifenverschiebung __ 
hervorruft. Da der Einfluß der Bewegung die Durchlaufungs- 

geiten.von a oder 5 verändert, also wie eine mechanische Ver- 

änderung dieser Strecken wirkt, so ist allein hiermit ohne 

Rücksicht auf alle sonstigen Erwägungen die Beweiskraft des 
Michelsonversuches festgestellt. ; 

Nun zur Arbeit des Hrn. Kohl. In ihrem ersten Teil a ve pee 

beschäftigt sie sich mit dem Einfluß der Erdbewegung auf En: 
das geometrische Gesetz der Spiegelung; und zwar beweist 

sie, daß als Folge der Bewegung die beiden durch Spiegelung 

an J, II und P entstehenden, in 7 sichtbaren Bilder der Licht- 

quelle auseinanderfallen, daß sich also die Lichtquelle für den Ex 
Beobachter scheinbar verdoppelt. Dies widerspricht dem Rela F Er; 
tivitätsprinzip, ist aber eine notwendige Konsequenz der Theorie _ oe Br 
des ruhenden Äthers. Wäre der Abstand beider Spiegelbilder = 
nicht unbeobachtbar klein, so hätte man hieran ein neues inex, aoe 
Kriterium zur experimentellen Entscheidung zwischen beiden 
Theorien. Dies erscheint zunächst paradox, weil das geome- __ ER 
trische Gesetz der Spiegelung ausschließlich auf der allen 5 
Theorien gemeinsamen Annahme der Linearität der Grenz- 
bedingungen beruht, und daher allen gemeinsam ist. Doch 

fehlt zwischen ihnen die Übereinstimmung hinsichtlich der ae 
Form, welche man dem bewegten Interferometer zuzuschreiben i ce 
hat. Nach der Theorie des ruhenden Athers ist der Winkel 
zwischen der Platte P und den Zentralstrahlen in der Bewegung 

wie in der Ruhe 45°. Nach der Relativitätstheorie aber weicht 

er in der Bewegung infolge der Lorentzkontraktion um Größen 

zweiter Ordnung von diesem Werte ab, wenn er im Ruhe- 
zustand 45° beträgt. Hätte er umgekehrt bei der Bewegung 

genau diesen Wert, so wäre er bezogen auf das mitbewegte 
System davon verschieden. Man erkennt ohne weiteres, daB 

in diesem Falle zwei Spiegelbilder auftreten müssen und be- _- 
stitigt so das in Rede stehende Ergebnis. Im übrigen st 
diese Frage von untergeordneter Bedeutung, denn der Abstand 


1) E. W. Morley und C. L. Miller, Phil. Mag. (6) 9. p. 669 u. 680. Re 
1905. Bes. p. 670 u. 681. Spiegel 8 entspricht MA 10S a Be 
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der beiden Bilder beträgt ungefähr 10”5cm, ‚könnte also allen. 
falls noch durch die besten Mikroskope mit größter Apertur 
wahrgenommen werden; bei dem Fernrohr des Interferometer krai 
dagegen haben die Beugungskreise, aus denen das Bild be 
steht, Durchmesser, welche das geometrische Abbild einer @ ar: 
solchen Strecke um ein großes Vielfaches übertreffen.) hier 
Der Irrtum des Hrn. Kohl liegt an einer andere Inte 
Stelle. Der Verfasser nimmt nämlich an, es handle sic 
um Interferenzen gleicher Neigung an einer planparallelen 
Platte; und zwar sollen nach ihm die Begrenzungen des Fem. 
rohr- und des Kollimatorobjektives den Strahlengang so ei. 
engen, daB von dem ganzen Ringsystem nur der mittelste Fleck 
sichtbar wird, daß also (a — b)cos# mit optischer Genauigkeit 
überail im Gesichtsfeld denselben Wert hat.?) Dies geht mit 
voller Sicherheit aus seinen Figg. 3 und 4 hervor; denn wah 
rend er sie wegen der Verdoppelung der Lichtquelle unter 
Berücksichtigung kleinster Winkel (10°) diskutiert, werden 
die Winkel zwischen den Spiegeln J und P sowie II und? 
immer als genau 45° angenommen; dies folgt ferner daraus, 
daß er die Armlängen a und 5 immer als ein wenig verschieden 
ansieht, und schließlich daraus, daß, abgesehen von der Diffe. 
renz a — b, die Neigung i der Strahlen gegen den Zentralstrahl 
als die einzige die Intensität bestimmende Variable auftritt 
Um das Auftreten geradliniger, paralleler Streifen zu erklären, 
macht er die durch keine Bemerkung in den Veröffentlichungen 
von Michelson oder Morley gestützte Annahme, daß das 
Licht an einem an der Kollimatorlinse angebrachten Spalt 
Beugung erleidet.) Was man sieht, ist nach ihm eine Inter. 
ferenzerscheinung mit konstantem Phasenunterschied zwischen 
zwei gleichen Beugungsbildern. Daß sich unter diesen An 
nahmen als Folge einer Veränderung der Armlängen oder als 
Effekt der Bewegung keine Streifenverschiebungen, sondern (bei 
homogenem Licht) nur eine gleichmäßige Änderung der Hellig- 
keit im ganzen Bild ergeben, ist ohne Rechnung einzusehen‘) 


1) Vel. in Kohls Arbeit p. 285, Absatz e. 
2) Vgl. p. 285, Absatz d; 287, Zeile 5 von unten bis 288, Zeile 9 
von oben; 289, Zeile 11 u. f.; p. 306, Zusammenfassung 1. 
3) p. 292, Zeile 12 v. o. 
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Ist der Michelsonversuch beweisend? 


Doch liegt auf der Hand, daß dies mit dem wichlichen 
Michelsonversuch kaum noch etwas zu tun hat, dessen Beweis- 
kraft hierdurch in keiner Weise berührt wird. | 
Mit Genehmigung von Hrn. Kohl füge ich hinzu, daß 
er nach Kenntnisnahme der vorliegenden Betrachtungen den 
hier gegebenen Darlegungen bezüglich der Entstehung des 
Interferenzstreifensystems vollkommen beipflichtet. 


München, Institut für theoretische Physik, Mai 1910. 


(Eingegangen 12. Mai 1910.) 
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9. Uber die Klanganalyse mittels schwingender 
Platten; 
von D. A. Goldhammer. 


Fällt eine Schallwelle (zusammengesetzter Klang) auf eine 
ebene, am Rande eingeklemmte feste Platte, so wird dieselbe in 
erzwungene Schwingungen gebracht, die unter gewissen Be 
dingungen die Luftschwingungen (Änderung des Druckes) ge. 
nügend genau wiedergeben können. Bei einer praktischen 
Anwendung solcher Plattenschwingungen zur Klangwiedergake 
(Phonograph, Grammophon, Klanganalyse) wird gewöhnlich 
stillschweigend angenommen, daß die erwähnten Bedingung 
tatsächlich erfüllt seien. Einen Beweis dafür hat bisher meins 
Wissens niemand gegeben. 

Freilich kann der Erfolg der Klangwiedergabe durch die 
neuesten Phonographen und dergleichen als Beweis für die 
Identität des wiedergegebenen Klanges mit dem auffallenden 
dienen, — doch nur so viel, als sich das auf die physiologische 
Klangfarbe bezieht. Eine Identität der physikalischen Klang- 
farbe kann nur auf Grund einer theoretischen Untersuchung 
behauptet werden. Eine solche Untersuchung soll in folgenden 
geschehen. 

Es falle eine Schallwelle senkrecht auf eine runde, am 
Rande eingeklemmte dünne, ebene Platte; ihre Dicke sei D, 
Dichte o, Durchmesser 22, Dehnungsmodul Z, Elastizitäts- 
zahl u; der mit der Zeit veränderliche Teil des auf die Platte 
normal (z-Achse) wirkenden Druckes habe ganz allgemein 
die Form 

P= Wer, 9, 
oder nach dem Fourierschen Lehrsatz entwickelt 
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worin r, $ Polarkoordinaten eines Plattenpunktes bedeuten. 
Dieser Druck wird die Platte in Bewegung bringen, so daß PR RN 
der Punkt r, + eine mit der Zeit veränderliche Verschiebung — 
in der Richtung der z-Achse erleidet. Wir nehmen an, es 
sei die Bewegung so stark gedämpft, daß die freien Shin. 
gungen außer acht gelassen werden können und stellen uns 
vor, daß die erzwungenen Verschiebungen der Platte (Punkt r, 9) 
auf irgend welche Weise aufgeschrieben seien. Es frägt sich, 
unter welchen Bedingungen die aufgeschriebene Kurve w = g(t) 
mit der Kurve P= W(é) vollkommen ähnlich seien, also die 
Luftschwingungen naturgetreu darstellt. 
Die Differentialgleichung der freien Bewegung der Platten- 
punkte ist bekanntlich 


M) 0 + + DQDBAAw= 0, ad 
12(1— u) 


Q= 


Setzen wir w = we'?', so wird 


+ikp=— 
so folgt 
Ad 4 
(2) AAw,= = 
Diese Gleichung hat eine doppelt unendliche Anzahl der 
Lösungen von der Form!) 


= (4,cosn# + B sinn d) W 


=J.(ia)J, (a 2) - THI, (i2 
n=0,1,2...; »=0,1,2... und A=4,, ist irgend eine 
Wurzel der Gleichung Aten 


3) 


1) F.A. Schulze, Ann. d. Phys. 24. p. 785. 1907. — P. Debye, _ 


Ann, d. Phys. 25. p. 819. 1908. FT N 
Annalen der Physik. IV. Folge. 
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oder, wenn wir die Größe A, einführe aa a 
3 
+ 
13 


(J, Besselsche Funktion erster Art), so daß De Fern 


Ri," 
a Es läßt sich leicht beweisen, daß alle A* reell und positir 


sind, so daß die Gleichung (4) keine komplexen Wurzeln hat, 
Ist A eine Wurzel dieser Gleichung, so sind es auch —}, und 
+il, —id; für alle diese vier Werte bleibt W,, unverändert 


dasselbe. Dann haben wir 
iden 


und bedeuten N die „natürlichen“ Schwingungszahlen de bay 


Platte. 
er Nun haben alle Glieder der Gleichung (1) die Dimension 
Kraft: Volumen oder Druck: Dicke. Wir haben also die Diffe 


7 


rentialgleichung der erzwungenen Bewegung der Plattenpunkte 
2 a 
Wir setzen nun 
bekommen 
jer 9 7 , B, 
— ™, —kq,w, + 
die letzte dieser Gleichungen multiplizieren wir mit i und 
addieren beide Gleichungen; dann folgt, wenn & 
it  4,+iB=(C Pe: 
gesetzt wird, . 
—09,2w,— kiq,w, + 244w = . 
Ist do ein Element der Plattenfläche und zerlegen wir mit Wi 


Debye C, in eine nach den „Eigenfunktionen“ w,, fort 
schreitende Reihe mit den Koeffizienten c,',, so folgt 


t - 
Fr 
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ferner zerlegen wir auch w, in die Reihe Ey 2320 
Er =; 
n v 


dann bekommt man 


(—0q,?w,, —tkg,w,,+ QAAw, ) 


nv 


, # und diese Gleichung muß mit derselben (2) 


ndert daw 


identisch sein. Es folgt also 
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und daraus 
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D. A. Goldhammer. 


und, damit die Kurven P und w entainienhen ähnlich seien, 
müssen offenbar für jedes s 
Ww, 
eine und dieselbe Zahl sein, d. h. von s unabhängig sein, 
Nun ist 


= S B,= - nv War; 
n v 


Il 
. 
® 
ls 
= 
= 
8 


tap wv, = D > | > ps2 ye: Wry 
„tr 


und eine Proportionalität zwischen w,’, 4,, , B, bei eine 
ganz beliebigen Erregungsart der Platte unmöglich ist und zwar 
auch dann unmöglich, wenn z.B. /* gegen U,’, und o q,? gegen 
24,/ R* zu vernachlässigen seien. In der Tat haben wir 


dann 
, 1 Wr 
4n* D ny 


1 
und diese Werte nur dann mit 4,, B, proportional werden, 
wenn die Summen sich nur auf ein Glied reduzieren, was im all 
gemeinen nicht der Fall sein kann. 

Für das Gehör sind bekanntlich nach Helmholtz die 
Phasen der Partialténe ohne Bedeutung; von diesem Stand- 
punkte aus (wir können wohl sagen physiologisch) sind unsere 
zwei Kurven als ähnlich zu a betrachten, auch dann, wenn nur 


einen konstanten Wert behält, worin 
= YA, B, 2, = Vo, 24 wy” w,” 


4 bedeuten. a sehen also, daß ia dies im allgemeinen un- 
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Wohl aber kann die uns interessierende Bedingung erfüllt oe! 


seien, 
werden, falls die einfallende Welle eden ist, also 4,, B, über 
die ganze Platte konstant ind. 
= 
J du 8 w,? ‘do 


Nun ist do = rdrdit, w,, = W,,cosnd bzw. W,, sinn % und 
bei der Integration im Zähler nach zwischen den Grenzen 0 
und 2a verschwinden alle «,',, An,, für welche n vnOver-r 
schieden ist. Bezeichnen wir zum Abkürzen im ferneren W,, Re 
durch W, usw., so wird we 


m A m 


_ JW,radr 
. "  SWirdr 
zwar Setzen wir noch 
zegen 

so hat man 


w, = > (4,8 B, 8"), wv, = — 


Wire nun §” = 0, 8’ von s unabhängig, so würde unsere Be- N 
dingung erfüllt; dann ist aber nötig, daß 


rden, 
all kg, und og, gegen verschwänden, 
die oder, wenn wir setzen ale Sh 2 
sere (N sich auf den Grundton der Platte bezieht) und 2 
nur N 10: 


gegen 1 verschwinden. 


ns 


Das ist nur möglich, wenn 


(57) und % jr gegen 1 genügend klein seien. 
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D. A. Goldhammer. 


bi 


so ist 8” bis auf wenige Prozente genau gleich 0 zu setzen, 
1 — 2, W, 


Solche Bedingungen sind aber ziemlich schwer = oh 
Nehmen wir z. B. nur s=3, n=1000, was kaum fiir eine 
Wiedergabe der menschlichen Stimme geniigen kann, so folgt 


N = 13400! 


Bei der Klanganalyse von Vokalen nimmt man gewöhnlich 
s=20; fir n=256 muß dann N= 22380, sogar für n= 9% 


muß n= 8586 sein! 
Viel leichter ist die Bedingung 


zu erfüllen. In der Tat haben wir 


ante 

78 19 ns 
Setzen wir zum Abkürzen er 
N h, N hy v Nh,h, 


so folgt (A, = 1) 


+... 
h,* 2 
Vs’? + 8”? = ( | 


Wie wir bald sehen werden, sind diese M nicht weit von- 
a 3 einander verschieden; die Werte von h, sind aber 


ho =1; hy =8,9; h, =8,7; h, = 15,5, 


2 


ode 


80 


| 
Nehmen wir z. B. : de d.h 

ein 
| 

= 

ies 
== a 
; 

vol 
d 
j Fo 

= MM, 

>, 

3 6 


Klanganalyse mittels schwingender Platten. 199 


d.h. wachsen ziemlich schnell an. Bis auf wenige Prozente 
genau können wir daher in unserer Reihenentwickelung nur 
das erste Glied und dasselbe mit %,? behalten. Dann wird 


einfach 


zen, 1 M, 
org 2 4 
ys 29 N: M, + 


1 ar Ms, 


illen, 
eine oder 


nun ery 8”? von s unabhängig sein, so ist das ant fiir 
das erste Glied zu erfüllen. Nun läßt sich für jeden Wert 
von ns/N eine entsprechende Zahl für w? berechnen, so daß 


der Wert des Radikales gewisse Grenzen nicht überschreitet. Ss 
Fordern wir z. B., es sei 


so berechnen wir: 


Ist <> = 0,1, so muß OS 22 sein; = = 1,004 
” 0,2 ” ” 0 = y? Ss 1,25 ” 


vy 


” 04 » 0,655 S3,15 „ ” 
o6 , » 1100 
” 07 » » ,, » 112 
” 08 , » y’=1,69 „ ” 
RE 09 » 098s y's 1,45 „ 
1; Wir sehen aus dieser Tabelle: für w? zwischen den EN Ei 


ge 1, 12 und 1,21 kann * «| aan belichigen Wert < 1,0 


= 
wort 
4 
3 
man 


D. A. Goldhammer. 


haben; dann schwankt für y* = 1,12 der Wert von 1/y jn 


den Grenzen 1,112 und 0,945. Gehen wir mit ns nur bis der 7 


5 so schwankt (wieder mit 5 = 1,12) 1/y nur in den Grenzen 
1,112 und 1,030. Für w?= 1,21 würden die Schwankungen 

gin wenig größer ausfallen. 

Was nun das Korrektionsglied anbetrifft, so werden wir 

bald sehen, daß z. B. für Plattenm r=0) 


& 


ist; pues EUER, wir 1/h, 2 = 0,066; somit ergibt sich das 
Korrektionsglied zu 0,05 für ns/N = 0,1 bis 0,2; zu 0,04 für 
ns/N = 0,3 bis 0,5; zu 0,03 für ns/N = 0,6 bis 0,7; und noch 
kleiner für größere ns/N. Stellen wir daher die Bedingung auf 


Nun 


— setzen etwa s beri 


te den Plattenmittelpunkt, so wird bis auf 5—6 Proz. genau 


und | 


indem für den Druck 3 
P= =P. cos (7, ¢ — e,) 
ist. Abgesehen von den Phasen der Partialtöne e, und e), 
sind die Amplituden in den beiden Kurven untereinander pro- 
_ portional. Unbeachtet der physikalischen Klangfarbe, die ver- 
 zerrt ist, bleibt die physiologische Klangfarbe richtig wieder- 
gegeben. In dı 
Für etwa N=4000, s=5 folgt nun n=720. Eine solche 2 
Platte würde nicht imstande sein, die Klänge aller menschlichen 
Stimmen bis auf fünften Partialton unverzerrt aufzuschreiben; 
a eh wohl aber die Stimme eines Alts oder eines Tenors. Für einen 
Sopran (n = 1036) und wieder mit s=5 muß N > 5756 sein! 
a Bei der Klanganalyse mit s=20 und n= 256 (c,) muß 
N = 5156; für n= 96 (G) muß N= 2133 sein. 
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Die Werte von e, W, lassen sich leicht berechnen. In 
der Tat ist 


R 
J W,rdr 
Werar 


un 


He 
Nun ist bekanntlich für ein beliebiges 4 a 3 


J, (A) a 


GA), 


v 


ist, so haben wir infolge von (4) einfach 


fr rdr = 27 r 


- 


“> 


Ih derselben Weise haben wir 3 


R R 
0 


0 


4,) 


| 
und ferner - 
oder da 
J, (2) A OJ, (ih) 
J, (2) (4), F(a) Jy (ia) Per; 
he 
en 
Se 
en 


D. 4. Goldhammer. z 


worin wieder für ein beliebiges A PETER i fir 

0 

die 
bei 
peri 
fass 
gun; 
pref 
nacl 
Warder == 27261) + nacl 
aber ; loga 

und der erste Faktor nach = Sen so bleibt einfach 
R 

f Wirdr = | Nac 
é die 
und folglich ee Peri 
ces... welc 

sel 
Für den Plattenmittelpunkt ist dur 
W, = J,(id,) — J, (A,) ien 

Ferner sind nach Schulze!) 

dy = 3,19; 2, = 6,306; A, = 9,425; A, = 12,56 Da 
und fiir diese Werte haben wir ya 
A, J, (A,) J, J, (t4,) &, W, &, W, 
0 319 +0,2653 5,697 +0,2807 6,014 +1,70 
1 6,306 +0,2250 —0,2065 88,96 —0,01454 88,74 mit 
2 9,425 —0,1811 +0,1765 1633 +0,0007 16338 +1,14 470 
3 128,56 +0,1568 -0,1554 32410 -0,00008 32410 -1,018 zeig 


1) F. A. Schulze, lc. 
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a größere » ist einfach 


v 
us dem gesamten sehr großen Beobachtungsmaterial über in 
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»=4,5.. 
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die Klanganalyse mittels der schwingenden Platten sind nur Ba ; 

bei Samojloff!) die nötigen Angaben über die Schwingungs- =—_— 
periode und die Dämpfung der Platte zu finden. Dem Ver- 
fasser ist es nämlich gelungen, die freien gedämpften Schwin- 
gungen seiner Platte (D=1mm, 2?=3mm, Platte aus ge- 
preBtem Korkpulver-Suberit) zu photographieren. N 
Auf dieser Photographie wurden die Längen der zwei — 
nacheinander folgenden parallelen Kurvenzüge zwischen zweibe- | 
nachbarten Umkehrpunkten gemessen. Das Verhältnis solcher er 
eier Längen ergab sich zu 3,54. Daraus folgt = das © a: ; 
logarithmische Dekrement fiir die ganze Periode) 
ey = 8,54, y=1,264 


und, wie leicht zu ersehen ist, 
0156. 
An? + 
die Schwingungszahl zu messen: ich finde die Größe der ~~ 
Periode der Kurve zu etwa 0,8—1,0mm, indem die Kurve, _ 
welche das Vokal A auf die Note @ (96 Schwingungen) dar- _ 
stellt, eine Periode von 8mm zeigt. Daraus ergibt sich die = 
durch die Dämpfung etwas verkleinerte Schwingungszahl für Een 
den Grundton der Platte Nuke 
N’ = 768—960. 


Da die Dämpfung ziemlich schwach ist, so hat auch der 2. 
„natürliche“ Grundton der Platte etwa dieselbe Schwingungs- : 
whl. Für eine andere Suberitplatte, die mir Hr. Samojloff 
gütigst übergeben hat, von 2mm Dicke, fand ich bei2R=4cm — 
nit Hilfe einer Galtonschen Pfeife die Schwingungszahl von = Pr 
4100 Schwingungen fir den ersten Oberton der Platte. Dabei oe 
wigte die Platte eine Klangfigur aus einem Knotenkreise mit 


1) A. Samojloff, Pflügers Archiv 78. p.1u.p.27. 189% 


ij. 
wird | 
1,742 an 
1,290 
1,142 F | 
1,018 
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dem Durchmesser 1,5cm, also sehr genau 0,38 R, was de 
Theorie nach dem ersten Obertone entspricht. Somit ist 


N, = 3,9 N = 4700, 7 


woraus N = 1205 folgt. 

Da ferner für runde Platten aus demselben Material N 
proportional D/R? ist, so berechnen wir für die von Samoj- 
loff benutzte Platte ‘bas 


N= 1071, 


was mit dem obigen Resultate genügend übereinstimmt. In 
weiteren wollen wir N zu rund 1024, n=256, s= 10 nehma 
und berechnen die Zahlen für 8’, 8”, indem wir nur die vier 
ersten Glieder der entsprechenden Reihen (y=0, 1, 2, 8) be 
halten (man könnte sich wohl auch mit drei Gliedern begnügen) 
finden 


ns= 256 512 768 1024 1280 1536 1792 2048 2304 2560 
S’ = 1,76 2,10 2,66 -0,08 -1,83 -1,23 -0,87 -0,66 -0,52 -041 
S”= 0,19 0,57 1,86 4,47 1,54 0,54 0,25 0,13 0,09 0,04 
VS?+S” = 1,77 2,18 3,01 4,47 2,39 1,34 0,90 0,68 0,53 041 


Diese kleine Tabelle zeigt, daB fir die von Samojloff 
benutzte Platte in dem betrachteten Falle weder S” gegen 9 
verschwindet, noch 8’ konstant bleibt. Physikalisch genommen 
ist die Kurve w = p(t) von derselben P = %#(t) ganz und gar 
verschieden: die Platte verzerrt die physikalische Klangfarbe 
_ vollkommen. Aber auch von den Phasen abgesehen, schwankt 
V8’?+ 5"? von 1,77 bis 4,43 und dann bis 0,47, so daß von 
einer Konstanz derselben keine Rede sein kann. 

Der Grund hierfür liegt offenbar teils in einer zu schwachen 
Dämpfung; aber auch eine Vergrößerung der Dämpfung nutzt 

hier nicht viel. Wir nehmen z. B. den günstigsten Wert für y’, 
d.h. setzen w®= 1,12 und berechnen wieder 8’ und 8”; wir 
finden 


ns= 256 512 768 1024 1280 1536 1792 2048 2560 
S’=1,65 1,48 0,85 -0,08 -0,55 -0,62 -0,56 -0,43 -0,39 
S”= 0,49 1,09 1,68 1,64 1,11 0,67 041 0,25 0,09 
V8?+S8"2 = 1,72 1,84 1,89 1,64 1,24 0,91 0,69 0,55 0,40 
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der Auch jetzt ist die physikalische Klangfarbe vollkommen 
verzerrt; was aber den Wert YS’2+ 8”? anbetrifft, so bleibt 
derselbe, wie zu erwarten war, nur für die ersten vier Partial- 
töne angenähert konstant, für die höheren Töne nimmt der- 
selbe ziemlich schnell ab. Bei einem noch größeren w? streben 
al YB die Werte YS’?+ 8’? im Grenzfall zu den Zahlen, die unter- 


moj- # einander im Verhältnis 
1:4:1:4 
stehen. t 
In 


Ein sehr umfangreiches Material über die Klanganalyse 


yon Vokalen und anderen Lauten hat bekanntlich L. Hermann 
‘a veröffentlicht.!) Leider ist bei diesen Beobachtungen die Größe 3 = 


von w? so gut wie unbekannt. Was aber die natüricen 
sen) Schwingungszahlen der von Hermann benutzten Platte be- 

trifft, so sind dieselben nach den Angaben des Verfassers leicht 
2560 zu berechnen. Es wurde nämlich eine runde Glasmembran 
0,41 benutzt, die bei einem Edisonschen Phonographen als Re- 
09 ‘order diente. Dieselbe war 0,125 mm dick und 3,3cm im 
oa, Durchmesser.*) Der Grundton solcher Platten berechnet sich 

nach Sc e®) mittels der Formel Ri 


off D ‘otis be 

me 

= worin u = 0,25, die Schallgeschwindigkeit für die longitudinalen 

ws Wellen zu 5.10°cm.sec”! gesetzt sind. 

ankt Wir berechnen somit für die Hermannsche Glasmembran 

von N = 1063. 

Pen Abgesehen daher von der veränderlichen Wirkung der Dämpfung, 

müssen für diese Platte alle unsere Resultate Geltung haben: 


: auch bei einem Werte von y*?=1,12 können in den Klängen 
mit dem Grundtone von 256 Schwingungen nur höchstens vier 


este Partialtöne der Amplituden nach richtig a 
560 
0,39 1) Vgl. A. Winkelmann, Handbuch d. Physik 2. Aufl. 2. p. 704. as 
1909. 
0,09 


2) L. Hermann, Pflügers Archiv 47. p. 347. 1890; 53.7 1. 
3) F. A. Schulze, Ll. c. 
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werden. Sogar für die Klänge mit dem Grundtone von 
96 Schwingungen sind die Amplituden richtig nur für die 
ersten 10 Partialténe. Es tritt aber bei den Versuchen vo 
Hermann noch ein Umstand ins Spiel. Die Klänge wurde 
an die schwingende Platte mittels eines Sprechrohres geleitet, 
Dasselbe war z. B. „ein bekléppelter Gummischlauch mit ein. 


120 


Br gelegter Drahtspirale, welcher mit einem Hartgummitrichter “a 
endet, dessen Endöffnung 60 mm Durchmesser hat. Das Rohr 

hat etwa 12mm Durchmesser im Lichten und ist im ganzen 

39cm lang.“') 

Ein solches Rohr von 39cm Länge, verbunden mit der 
Glasmembran, stellt offenbar eine wenig gekrümmte, mit nahezu 
konstantem Querschnitt gedackte Pfeife dar, deren natürliche 
Schwingungszahlen berechnen sich (den zylindrischen Pfeifen 

 analog?)) zu 

218, 654, 1090, 1526, 1962, 2398 usw., 
wenn die Schallgeschwindigkeit in der Luft zu 340 m/sec an- 
genommen wird. 
Es mußte daher das Sprechrohr als ein Resonator wirken 

und daher die Amplituden des einfallenden Klanges merklich 
verzerren. Daß dieser Vorgang tatsächlich stattfand, läßt sich 
folgendermaßen begründen. & 

Wir entnehmen aus den neuesten Tabellen von Hermann’) § u); 
alle Schwingungszahlen, welche den maximalen Amplituden § yahe 
der Partialtöne (d. h. unseren p,’) entsprechen (bis s= 10), & pera 
ausgenommen aber diejenige, welche die Lage der charakte- unge 
ristischen Töne (Formanten) bestimmen (absolute Maxima). Tritt § an 

tatsächlich die Resonanz des Sprechrohres ins Spiel, so müssen # je ] 
fast alle diese Maxima gerade in der Umgebung der Schwin- # nu 

gungszahlen fallen, welche die natürlichen Schwingungsperioden | 
des Rohres bestimmen. Daß das wirklich der Fall ist, zeigt § jy, 

folgende Tabelle. m 

— 
| 1) L. Hermann, Pflügers Archiv 83. p. 1. 1901. heit 
2) A. Winkelmann, l. e. p. 447. 
Br Se 8) L. Hermann, Pflügers Archiv 58. p. 264. 1894 fini ils 1 
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ss“ Wokalle A, Ao, O, Ae, Oe, U, Ue, I. he 
4 
Br 


= 96, 120, 128, 144, 160, 192, 256. lad enmig 


Schwingungszahlen ler maximalen Amplituden (p,’). 


192 7 768 960 
192 768 960 
192 960 
192 
192 
192 960 
198 1008 


1256 1440 
1280 1440 


Aus 69 Maxima fallen 15 in der Nähe von 218 (Grund- 
ton des Sprechrohres); 9 in der Nähe von 654 (erster Ober- 
tm); 19 in der Nähe von 1090 (zweiter Oberton); 8 in der 
Nähe von 1526 (dritter Oberton) — im ganzen fallen 51 Maxima 
grade in der Nähe der Töne des Sprechrohres. Eine über- 
wegende Zahl der Maxima entspricht dabei der Schwingungs- 
whl von etwa 1000—1100: hier wirken das Sprechrohr und 
üe Platte zusammen (die entsprechenden Schwingungszahlen 
1090 und 1063). 

Die höheren Obertöne des Sprechrohres treten nicht vor: 
das ist leicht begreiflich — dieselben können ihre Wirkung 
wr bei den Tönen g und c, zeigen; hier aber sind, wie wir 
wissen, die höheren Partialtöne sehr geschwächt. 

Bei Samojloff diente als Sprechrohr ein kurzes und 
breites konisches Rohr, dessen Schwingungszahl sicher größer 
th 1000 war und sich näher nicht angeben läßt (Korrektion 
wgen der Kürze unbekannt). 


weil Töne G, H, c, d, e, 9, 
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208 D. A. Goldhammer. Klanganalyse usw. 7 
Alles Gesagte muB seine Geltung auch im Falle de 
Schallwiedergabe mittels der Phonographen bzw. Grammpo. 
phone haben. Ich habe einen ,,Enrégistreur“ eines de 
neueren Phonographen von Pathé untersucht. Das ist eine 
runde Glasplatte von etwa 3cm Durchmesser und 0,21 mm 
Dicke. Für ihren Grundton berechne ich une 


N= 2161. 


Die Mitte der Platte ist durch einen dünnen metallischen Steg 
mit dem festen Rande verbunden, der Steg trägt die Schreib- 
spitze. Die Erregung der Platte geschieht mittels eine 
konischen, über 30 cm langen Schalltrichters, der die Schall. 
wellen zur Platte seitens leitet. Die Anwesenheit des Steges 
erlaubt nicht die Schwingungszahl der Platte mit Hilfe der 


u = Klangfiguren zu ermitteln, da dieselben ganz barock ausfallen, 


Ganz ähnlich ist auch der „Rekorder“ der neueren Phono. 


: graphen von Edison (Pat. 1901) gebaut; nur wird der Schall 


durch einen wieder über 30 cm langen Trichter normal zur 
Platte geleitet, Auch hier müssen die Töne des Schalltrichter 
eine merkliche Rolle spielen. 

Unter diesen Bedingungen müssen im allgemeinen die 
durch die Phonographen und Grammophone wiedergegebenen 


Klänge physikalisch durchaus verzerrt sein, und zwar desto 


stärker, je höher der Grundton des Klanges liegt und je mehr 
die höheren Obertöne für die physikalische Klangfarbe mab- 
gebend seien. Wenn doch, nach dem Gehör zu schließen, die 
Klangwiedergabe oft sehr vollkommen scheint, so ist dieser 
Umstand nicht anders zu deuten, als folgendermaßen: zwei 
Klänge mit einer vollkommen verschiedenen physikalischen 
Klangfarbe können unter gewissen, zurzeit noch nicht ge 
nügend bekannten, Bedingungen durch das Gehör als Klänge 
von gleicher physiologischer Klangfarbe wahrgenommen werden. 
Das müssen allerdings alle diejenigen Physiologen zugeben, 
welche mit Helmholtz den Einfluß der Phase der Partial- 
 töne auf physiologische Klangfarbe verweisen. 


Kasan, im Frühling 1910. a 


(Eingegangen 22. Juni 1910.) 
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10. Zur Bestimmung 


der Dispersion von Metallen nach der Methode En 

(Hrn. Voigt zur Erwiderung); in 

von A. L. Bernoulli. 

: AH 


Hr. Voigt hat unter dem Titel: „Bemerkungen zu dr 
Bernoullischen neuen Methode der Bestimmung der optischen one a 
Konstanten der Metalle“ ‘) in dieser Zeitschrift eine Arbeit ver- 
öffentlicht, in welcher er zu einer scharfen Ablehnung der er- 
wähnten Methode?) gelangt, und zwar trotzdem die von mir Et & 
mitgeteilten Beobachtungen sämtlich eine gute Übereinstimmung j 
mit denjenigen anderer Autoren zeigen. 

Ich hatte für eine Reihe von Einfallswinkeln das Azimut 

die wiederhergestellter linearer Polarisation mit dem Lippich- 
nen schen Halbschattennicol in Verbindung mit einem Fresnel- — 
esto schen Prisma gemessen. Das so ermittelte Minimalazimut habe 
nehr ich mit dem Hauptazimut identifiziert und den zugehörigen 
nab. Einfallswinkel dementsprechend als Haupteinfallswinkel an- 
‚ die genommen. Diese Methode ergibt im Gegensatz zu derjenigen 


zwei trums dieselbe Meßgenauigkeit. Zur Zeit der Niederschrift. : ate 


ge- azimut (Brewsterscher Winkel) auch bei Metallen genau mit Log 
nge dem Haupteinfallswinkel zusammenfallen müßte?), d.h. daß für 


ial- in der Einfallsebene und senkrecht zu letzterer den Wert 1 12 of 3 
amehme. Hr. Voigt macht dann darauf aufmerksam, daß A as 


1) W. Voigt, Ann. d. Phys. 29. p. 956. 1909. 
2) A. L. Bernoulli, Ann. d. Phys. 29. p. 585. 1909. . 
3) A. L. Bernoulli, 1. c. p. 589. — Dagegen habe ich alle zitierten Br ee 
Formeln jeweils ausdrücklich als Näherungsformeln bezeichnet. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 38, 14 Be easy 
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L. Bernoulli. be q 


meine Annahme nur näherun igsweise erfüllt sei. 1) So vo 
diese Berichtigung für mich ist, scheint mir dieselbe doch für 
die Bewertung der praktischen Verwendbarkeit meiner Method 
erst dann brauchbar zu sein, wenn die durch Benutzung dieser 
_ Annäherung hervorgerufenen Fehler mit den Messungsfehlen 
meiner und anderer Methoden zahlenmäßig vergleichbar werden, 
Leider hat sich Hr. Voigt mit dem analytischen Nachweis 
begnügt, daß für den Haupteinfallswinkel das Azimut kein 
Minimum wird. Zahlenmäßige Angaben über die Größe de 
hierdurch bedingten Fehler finden sich nicht in der Arbeit, 
Hr. Voigt schreibt: „die theoretische Beziehung, auf der seing 
(Bernoullis) Methode beruht, ist eine nur angenäherte, in 
vielen Fällen sogar nur roA angenähert“. Weiter unten schreibt 
Hr. Voigt?): „daß mit Hilfe der richtigen Formeln die Beob. 
achtung des Einfallswinkels mit minimalem Azimut zu eine 
exakten Bestimmung der Metallkonstanten führen kann, ist 
selbstverständlich; es fragt sich nur, ob dann die Methode die 
gerühmte Einfachheit bewahrt‘. 

Darf ich mir erlauben, folgendes dazu zu erwidern: die 
experimentelle Ausführung meiner Methode wird doch davon 
nicht berührt, daß die von mir gemessenen Brewsterschen 
Einfallswinkel nicht analytisch identisch sind mit den Haupt 
einfallswinkeln. Die einfachen experimentellen Hilfsmittel: ein 
Lippichscher Halbschattennicol, ein gewöhnlicher Nicol und 


ein Fresnelsches Prisma, bleiben dieselben. Hr. Voigt hat 


uns die Formeln, welche zur Berechnung der optischen Kon- 
stanten aus den von mir gemessenen Winkeln zu benutzen 
wären, nicht mitgeteilt. Auch wenn dieselben wesentlich m- 
bequemer wären als diejenigen, welche bei den Methoden von 


Voigt?) und von Drude*) zur Anwendung kommen, könnte 


das doch gleichfalls kein wesentliches Moment zur Beurteilung 


meiner experimentellen Methode liefern. Dann noch eine 
zweite Frage: Warum wendet sich Hr. Voigt gegen das Prinzip 


a 
1) W. Voigt, lc. p.956. 
2) W. Voigt, le. p. 957. 
3) W. Voigt, Physik. Zeitschr. 2. p. 303. 1901; Bu R. 8. Brio 
Ann. d. Phys. 10. p. 598. 1903. 
4) P. Drude, Wied. Ann. 39. p. 481. 1890; vgl. auch aa Warten- 
berg, Ber. d. Deutsch. Physik. Ges. 12. p. 108. ‘1910. 
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meiner Methode, wenn nach seiner eigenen Angabe praktisch 
pur die zur Ausrechnung meiner Resultate benutzten Näherungs- 
formeln zu beanstanden sind. 

Die von Hrn. Voigt!) mitgeteilte strenge Formel zum 
Nachweis, daß das Azimut des Haupteinfallswinkels kein 
Minimalazimut sein kann, lautet: 


; 1 — 2°)? — sin? 9) +4nta? 
Er gewinnt dieselbe durch logarithmische Differentiation aus 


der Gleichung, 
4 1+ge? sinptgp 


1—ge'4 Vs’ — sin? ¢ 2 


fir den speziellen Fall des Haupteinfallswinkels, also für die 
wezielle Phasendifferenz 4 = 2/2. Dabei ist gm der Einfalls- 
vinkel, w das zugehörige Azimut, ¢ der Haupteinfallswinkel, 
ö das Hauptazimut und = AR, : R ley das Verhältnis der 
rfektierten Amplituden, ferner «= n 2(1 — in). 

Wie schon erwähnt, diskutiert Hr. Voigt die Frage nach 
der Größe des Näherungsfehlers meiner Methode überhaupt 
ticht. Hr. Voigt schreibt?): „die Abweichung (von Null) kann 
recht merklich sein und selbst eine kleine Abweichung muß 
ds Minimum des Azimuts nach dessen Natur erheblich aus 
im Haupteinfallswinkel verschieben. Die Übereinstimmung, 
lie Hr. Bernoulli bei seinen Beobachtungen mit anderweit 
ehaltenen Zahlen findet, beweist bei der großen Verschieden- 
keit im Verhalten verschiedener Metallproben an sich wenig 
fir die theoretische Richtigkeit seiner Methode, und um so 
wniger, als zufällig bei Nickel, Stahl und Silber n?(1 + 2x?) 
temlich groß, der gemachte Fehler also relativ klein ist“. 

Um dem Leser den Vergleich meiner Resultate für die 
tei genannten Metalle mit denjenigen anderer Autoren zu er- 
kiehtern, will ich einige der früher mitgeteilten Zahlen noch- 
mals hier anführen.°) 


2) W. Voigt, l.c. p. 957. 
3) A. L. Bernoulli, l.c. p. 602 u. 603. uae: 
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Tabelle 1. 
Werte der Haupteinfallswinkel @ für Nickel. 


— 


Wellenlänge Quincke Drude Bernoulli Meier 


16048’ 77°06’ 


Rot, L=615 | 
| 76 00 15 51 


— 76° 48’ 
D-Linie, 4 = 578 


76°07’ 76 01 


Werte des Hauptazimuts % fiir Nickel. 


Wellenlinge | Quincke Drude Bernoulli Meier 

Rot, A= 615 | —_ | 81°48’ 81°49’ 33°00 

D-Linie, 4 = 578 32°09’ 31 41 31 40 33 00 


Haupteinfallswinkel @ des Stahles. 


Wellenlinge Jamin Quincke| Drude | Minor |Bernoulli Meier 


77°27’ | 77038’ | 77°36’ | 
717 03 7709 | 77 06 | 1658 


Rot, Li, bzw. Hg-Rot 17004 | 
D-Linie, bzw. Hg-Gelb || 76 40 | 75°28’ 


Werte des Hauptazimuts # für Stahl. 


Wellenlänge Jamin Quincke | Drude Minor Bernoulli, Meier 


Rot, Li, bzw. Hg-Rot | 16°29’ 
D-Linie, bzw. Hg-Gelb | 16 48 


27912’ | 27014’ | 27°09’ | 
28°16’ | 27 49 | 27 45 | 27 83 | 27 4 


Dispersion des Reflexionsvermégens J für Stahl. 


Hagen u. Rubens) _ Bernoulli 


PR 
weinlönge Drede.| Minor | (Gehärt. Stahl) |(Gehärt. Stahl) 
Rot, 600, Hg-Rot | 58,5 | 58,6 60,0 | 60,0 
D-Linie, Hg-Gelb 58,6 _ = 59,4 
4 = 550, Hg-Grün ee 59,4 58,6 
1 = 500, Hg-Blaugrün — | 56,9 59,6 59,6 
i = 450, Hg-Violett ats oe 58,6 | 58,6 


Diese Koinzidenzen beweisen allerdings nichts fir die 
theoretische Richtigkeit der Methode, wohl aber meines Er 
achtens sehr viel für ihre praktische Verwendbarkeit. Vor 
allem lege ich Wert auf die gute Übereinstimmung der aus 
meinen Beobachtungen berechneten Werte des Reflexions- 
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vermögens J für gehärteten Stahl bei verschiedenen Wellen- 
ingen mit den von Hagen und Rubens!) photometrisch ge- 
messenen Werten. 
1. Obere Grenzen für die Fehler der Näherungen atl 
= G und y = 

Bereits in einer seiner früheren optischen Arbeiten hat 
Drude?) den Nachweis für die neuerdings von Hrn. Voigt 
betonte Divergenz zwischen dem Brewsterschen Winkel und 
dem zugehörigen Minimalazimut gegenüber den beiden Haupt- 
winkeln in strenger Weise geführt. Für den Haupteinfalls- 
winkel 7 und das Hauptazimut gilt nach Drude die strenge 
Relation 


= 
=> 


Drude benutzt zur Herleitung seiner Formel dieselbe Aus- ee 
gangsgleichung wie Hr. Voigt, indem er setzt 7 


Im Falle eines optisch isotropen Metalles wird somit, wenn 
man den Brechungsexponenten n und den Absorptionsindex x 
anführt, für jeden beliebigen Einfallswinkel 


Na 
tg’ p . sin’ 
Br führt dann die beiden Hilfsvariablen P und Q ein durch 
die Bedingung Lads 


+ =tg2Q, M?+N?=tg#P. an 


Bekanntlich es diese Variablen P und Q mit den Größen A 
ud w verknüpft durch die Relationen 
cos2P= cos Asin2y, tgQ = sin dtg2w. 


Aus der letzten Gleichung ergibt sich somit für den Haupt- 
anfallswinkel wegen 


. . Te 
sind = sin== 1, 


1) E. Hagen u. H. Rubens, Ann. d. Phys. 1. p. 352. 1900, ; 
2) P. Drude, Wied. Ann. 82, p.614. 1887. 
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daß Ö= wird und somit auch | Far 
80 an Hat 
Og og Dri 
Da uns M und N als Funktionen von p und den Konstanteny 
und z gegeben sind, ergibt sich durch Differentiation von tg29 
nach 9 für jeden beliebigen Einfallswinkel die Beziehung Die 
bet 
20 ___% 008320 = 2cotg’p.sin2Q. 00820 der 
ag M 
Im Falle des Haupteinfallswinkels = % wird _ her 
Op Oop 
und ferner?) 
 M=cos4a = cos2 0. Es 
Wie Drude?) bemerkt, ist dieser Ausdruck von Null ver 4 
schieden und positiv. Der Brewstersche Einfallswinkel ist » 
somit für Metalle stets kleiner als das Hauptazimut. Un * 
gefähr ein Jahr später ist Drude noch einmal auf die Frage 
zurückgekommen®), um deren praktische Tragweite zu disku. | 
tieren. Drude schreibt dazu: ‚‚Bei den meisten Metallen ist we 
dies (OW/Ogq) eine sehr kleine Größe z. B. bei Stahl (nach 
Hennig) für n = 2,5, x = 1,3 zu 0,014, so daß die Abweichung trit 
von der Regel Brewsters, daß w zu einem Minimum für de wi 
Haupteinfallswinkel wird, unmerklich wird. kle 
Drude hat zur Berechnung des Fehlers nicht die Haupt als 
winkel selbst eingesetzt — seine eigenen Messungen dieser jen 
Größen lagen ja damals noch nicht vor — vielmehr setzte er wa 
näherungsweise mi 
_ Laie be 
Op = ty gel 
Setzt man dagegen in Drudes strenge Formel (2) die von sc] 
ihm selbst später gemessenen Werte der Hauptwinkel für Stahl ge) 
ein, so wird R W 
= 0011. 


1) P. Drude, Wied. Ann. 32. p. 612. 1887. 
2) P. Drude, l.c. p. 615. 
8) P. Drude, Wied. Ann. 35, p. 520. 1888, 
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Für die von Minor nach der Voigtschen Methode bestimmten is Ex 
Hauptwinkel desselben Metalles ergibt sich ebenfalls nach Nae = 
Drudes Formel (2) 
Ow = 0,011. "ple 
Die zitierte Bemerkung von Drude, daß der von Hrn. Voigt 
betonte Fehler praktisch unmerklich wird, gilt somit auf Grund 
Q der neueren Messungen von Drude und von Minor um so mehr. 
" Zieht man zum Vergleich die neue Voigtsche Formel ae 
heran, so wird mit den Werten von Minor für Stahl > 
1 a 


TE 014. 


Es ergeben sich also Werte von derselben Größenordnung für 
1/1 +0?.00/öp wie nach der Drudeschen Formel für 
öb/öy selbst. Für die weitere Diskussion habe ich aus- 
schließlich die strenge Drudesche Fehlerformel (2) benutzt, 
da sie für die numerische Berechnung wesentlich bequemer 
ist als die neue Voigtsche. 


he 2. Diskussion der zu erwartenden Abweichungen von der 
it Brewsterschen Regel bei beliebigen Werten von n?(1 + 2%). 
‘nach Ich komme zu einem weiteren Punkt. Hr. Voigt!) ver- 


hung tritt die Auffassung, daß gerade bei den von mir zufällig ge- 
> den wählten Metallen Nickel, Stahl und Silber der Fehler relativ 
klein sei und zwar im Gegensatz zu anderen Metallen, = 2 
aupt- also eine ebenso gute Übereinstimmung meiner Werte mit den- a 
jieser jenigen anderer Beobachter bei anderen Metallen nicht zu 
te er warten sei. Ich habe nach der Drudeschen Formel fir alle 
mir zugänglichen Werte der Hauptwinkel die Größe = ERTL 
berechnet. Doch habe ich mich absichtlich auf die Werte für 
gelbes Licht (D-Linie bzw. gelbe Quecksilberlinie 578) be- 
bee schränkt, da für gelbes Licht sehr viel mehr exakte Beob- 
Stall achtungen vorliegen als für andere Wellenlängen. Außer den 
Werten von Drude?) und von Minor’) habe ich die neuesten 


1) W. Voigt, 1. c. p. 957 und diese Arbeit p. 211 Zeile 6 von unten. 
2) P. Drude, Wied. Ann. 39. p. 548. 1891. 
8) R. Minor, Ann. d. Phys. 10. p. 581. 1908, 
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ce Bestimmungen von Meier!) und von v. Wartenberg) mit I 
0 aufgenommen. Durch die Arbeiten der beiden letztgenannten # Tabel 
Autoren hat sich die Zahl derjenigen Metalle, für welche genaue # Niob 
Bestimmungen der optischen Konstanten durchgeführt wurden, relati 
ae a nahezu verdoppelt. Beide Arbeiten sind erst nach meiner 1 dageg 
Publikation erschienen, so daß ich damals noch nicht Bezug § wd : 
darauf nehmen konnte. Dagegen habe ich meine Messungen # mach 
der optischen Konstanten fester metullischer Lösungen?) eins § uter: 
Sen weilen hier nicht mit herangezogen, da ich diese Bestimmungen § Abwe 
gleichfalls nach der Methode des Minimalazimuts durchgeführt § dem 
Sn und die eben hier zur Diskussion stehende Näherung be. # Assu: 
nutzt habe. gerad 
Tabelle 2. da be 

— 

Fs | 0 achter dp achter das | 

0,0367 w 0,0075 Min, 
Ta 0,0288 0,0075 D. Meta 
3 0,0183 M Pt+10°%,Rh| 0,0066 W. bekaı 

0,0179 M pt 0,0064 D. ist al 

0,0157 W. 0,0061 W. der ı 

0,0151 D. K-Na 0,0046 D. Ä 

vom J 

0,0149 Min. Cr 0,0045 W. 2 

0,0125 D Ir | 0,0044 W. 

0,0118 D 0,0044 W. | 

0,0117 W Sb sie 0,0042 D. Wesel 

0,0113 D. cn 0,0041 W. Beob 

0,0111 Min. Hg 0,0087 D. für ¢ 

0,0112 M. m | 00080 | D. 

0,0098 Sn 0,0028 D. Beob 

0,0098 W Al | 090028 D. a 

0,0096 D Cd 0,0027 D. | 

0,0088 M Mg 0,0016 D. rc 

0,0077 WwW ‘ 0,0016 D. vird 

0,0075 D 8 | 0,0014 Min. Abw 

Na 0,0002 D. ud 

D. = Drudee Min. = Minor. a den | 

= M. = Meier ed W. = v. Wartenberg. 3 Weis 

eon 


1) W. Meier, Diss. Göttingen 1909; Ann. d. Phys. 31. p. 1017. 1910. 
2) v. Wartenberg, Ber. d. Deutsch. Phys. Ges. 12. p. 118. 1910. 


4 
3 
| 


Bestimmung der Dispersion von Metallen. 217 


Die Metalle, Metallegierungen und Metalloide sind in der 


mit 
2 Tabelle nach fallenden Werten von & = Ox)/Omp geordnet. Für 
sue | Niob und Tantal ist demnach die Brewstersche Beziehung 


wlativ am schlechtesten, für die Metalle Silber und Natrium 
iagegen am genauesten erfüllt. Dabei ergibt sich, daß Nickel 
ud Stahl, also diese beiden Metalle, deren Dispersion ich 
nach der Methode des Minimalazimuts im sichtbaren Gebiet 
wiersucht habe, mit zu denjenigen gehören, welche die größten 
Abweichungen von Brewsters Regel zeigen müßten. Nach 
diem bereits mitgeteilten Zitat!) vertritt Hr. Voigt die Auf- 
fissung, daB die Abweichung von der Brewsterschen Regel 
grade bei Nickel und Stahl besonders klein werden müßte, 
da bei ihnen der Ausdruck n?(1-+22) relativ groß ist. 

Zur Zeit, als ich meine Arbeit publizierte, standen hin- A 
sichtlich der Größe ihrer Abweichung von Brewsters Regel 
das Nickel an zweiter, der Stahl an vierter Stelle. Nickel = 
seht auch heute noch in der Größe seines Fehlers unter . 
Metallen an siebenter Stelle. Da aber der größte überhaupt 
bekannte „Fehler‘‘, derjenige des Niob, nur dreimal so groß 
it als der des Nickels, dagegen letzterer?) 70mal so groß als 
der des Natriums, so scheinen mir die Beobachtungsresultate 
wn Drude, Minor, v. Wartenberg und Meier der Voigt- 
shen Auffassung direkt zu widersprechen. 

Damit vereinfacht sich unsere weitere Aufgabe bereits sehr 
wsentlich, denn wenn es gelingt, an Hand der vorliegenden 
Beobachtungen zu zeigen, daß die von mir benutzte Näherung 
fir die Metalle Nickel und Stahl erlaubt ist, d.h. daß die 
iadurch bedingten Näherungsfehler klein gegen die mittleren 
Beobachtungsfehler sind, so wird meine Näherung um so 
nehr bei allen denjenigen Metallen erlaubt sein, für welche 
‘=0p/Ogp noch kleiner als bei Nickel und Stahl ist. Es 
rd somit genügen, zu zeigen, daß bei Nickel und Stahl die 
Abweichung für die Hauptwinkel, wenn näherungsweise gp, =p 
ud y, =  gesetzt wird, sicher kleiner als bestimmte aus 
in Beobachtungen zu ermittelnde Größen sind. Dieser Nach- 
wis läßt sich bereits mit den Hilfsmitteln der Elementar- 


geometrie führen. 


1) Vgl. diese Arbeit p. 211 Zeile 6 von unten. 
2) Genauer für Na wird & = 0,00018. 
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Die Methode des Minimalazimuts bestimmt experimentell 
möglichst viele Punkte der Kurve yw =/(g) in der Umgebung 
des zu erwartenden Minimums w=y,. In der Figur ik 
yw Ordinate und p Abszisse. Der Einfachheit wegen legen wir 
die Abszissenachse durch das Minimum, so daB Aw =(w—y) 
die Ordinaten sind. Das Minimum selbst betrachten wir 
gleichfalls als gegeben, da wir es ja in der Hand haben, das. 
selbe durch Änderung des Einfallswinkels g in beliebig enge 
Grenzen einzuschließen. 


Stahl A= 578 (Hg gelb). 


59 
A 
c, 
IKa, 
Einfallswinkel 9 
in Bogenminuten 
-5' 5 0 


Zur Bestimmung einer oberen Fehlergrenze für Ap=($-9)) 
nehmen wir an, es seien gegeben das Minimum y, = f(g, 
und ein demselben benachbarter Kurvenpunkt 4 nach der 
Richtung des wachsenden g, also nach der Seite, nach welcher 
der Haupteinfallswinkel g = g liegen muß. Überdies seien 
die Hauptwinkel g und ı gegeben. In unserem speziellen 
Fall wären also O und A aus meinen Beobachtungen, dagegen 
g und ‚5 aus den Bestimmungen von Drude, Minor 
Meier zu entnehmen. Aus 2 und ’ ergibt sich 


som 
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x 


P h. es ist dadurch der Steigungswinkel der Tangente an die 3 


kurre im Punkt ~=/(¢) gegeben. Für Stahl zB wird 
g=38' und für Nickel @= 45’ Bogenminuten. Wir schlagen if 
yun in der Figur einen Kreis durch die Punkte 4 und O 
derart, daß sein Zentrum im Schnittpunkt Z der Halbierungs- 
jnie der Sehne OA mit der im Minimum O errichteten Ordi- ‘age 
nate liegt. Der Kreisbogen 40 schneidet die Kurve in A 
md berührt sie im Minimum O. Da ferner die Kurve keine 
Wendepunkte zwischen O und A haben kann), da streng 
igQ = sin dtg2y und nach Drude?) gleichfalls streng 


2 n* xrcotg 2 Q = n?(1 — x?) — sin?p, 
somit streng 
te2y — -co!d sind (1 + n? 


ist), so liegt das ganze Kurvenstiick OA notwendigerweise a 
innerhalb des Kreises O4. Da somit die Kurve in der Nähe 
des Minimums stärker gekrümmt sein muß als der Kreis 0A, 
wird eine Tangente mit gegebenem Steigungswinkel als Kurven- 
tangente ihren Berührungspunkt bei einer kleineren Abszisse p 
haben, als wenn dieselbe bei gleichem Steigungswinkel Tangente 
a dem Kreis OA wäre. Wenn sich somit zeigen läßt, daß 
die gegebene Hauptwinkeltangente @ des betreffenden 
welche ja durch die Gleichung see 


oy 
sin 4 p.cotg® = tga 


definiert ist, zu einer Abszisse p, gehört, die dem Brewster- 
winkel ~, bereits dann verschwindend nahe liegt, wenn sie 
Kreistangente ist, so muß für sie als Kurventangente ihr Be- 
rührungspunkt bei einem noch kleineren Wert von p liegen. 


1) Der Punkt 4 ist in der Figur nicht willkürlich gewählt, sondern 
er und ebenso die Kurvenpunkte B,, C,, ©, und C, sind den Beob- 
schtungen für Stahl entsprechend konstruiert. Die Strecken 


OA, AB, OC,, 0,0, und (,(, 
sind also Sehnen der Azimutkurve des Stahles für 4 = 578. 
tin Teilstrich der Figur gleich eine Bogenminute. 


2) P.Drude, Wied. Ann. 35. p. 521. 1888. 
8) Für die linke Seite darf 2 cotg 4 wy gesetzt werden, 


a 
> 
N 
= 
3 : 
L(G 
der 
Icher 


Es wäre also zu zeigen, daß (p,—g,) und um so viel mehr 
($ —9Y,) zu vernachlässigen ist, da ja (P—g,) < (y, — Y)). 

Für jede beliebige Tangente an den Kreisbogen 04 ist 
der spitze Steigungswinkel a gleich dem Winkel 7, welchen 
der Radiusvektor des Berührungspunktes Ä dieser Tangente 
mit der Ordinatenachse einschließt, somit, wenn die Strecke 
OD=u und AZ = r gesetzt wird, 

Wählen wir nun den bis dahin willkürlichen Berührung. 
punkt XK der Kreistangente derart auf dem Kreisbogen, daß 
der Steigungswinkel «= @ wird. Dabei ist @ definiert durch 
die Drudesche Gleichung (2), d.h. wir wählen den Punkt £ 
so, daß die Tangente an den Kreis mit X als Berührung: 
punkt denselben Steigungswinkel hat, wie er einer Tangente 
an die Kurve im Haupteinfallswinkel, also im Punkt Y=/() 
zukommt. Sind gy, yw, die Koordinaten des ersten durch den 
Versuch gegebenen Kurvenpunktes 4 und «, der spitze Winkel, 
den OA=d mit der g-Achse einschließt, so erkennt man aus 
der Figur, daß 


d Ver — + (Yi — 

sin 2 m, 2 sin a, 
Substituiert man den Ausdruck für r in unsere frühere Glei- 


chung, so wird 
\ 2sina, Pı Po Y Wo) 


Die Abszisse @ des Punktes D, also des Schnittpunktes 
des Radiusvektor durch X mit der Abszissenachse ist stets 
größer als die Abzisse des Punktes X auf dem Kreisbogen, 
und wie wir gezeigt haben, ist letztere Strecke stets größer 
als die Abszisse Ap=(P—y,) des Hauptwinkelpunktes 
 p=f(g). Wir haben somit die doppelte Ungleichung 
Ag. 
Wenn es uns gelingt, durch Einsetzen der Zahlwerte der beob- 
achteten Größen, welche auf der rechten Seite von Glei- 
chung (2) vorkommen, zu zeigen, daß # klein ist gegen die 
Messungsfehler für g, und y,, so ist um so mehr bewiesen, 
daß 5 und noch mehr Ag gegen die Beobachtungsfehler ver- 
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schwindet. Auch für Aw = —w,) läßt sich nunmehr leicht 
eine obere Grenze der Fehler unserer Näherung angeben. u 


A ist ist natürlich streng 

4 a> = 


"ecke Betrachten wir eine Ordinate #, welche definiert sei durch 
die Relation 
(5) o=it.tga, 
so muß unbedingt, damit Gleichung (4) erfüllt ist, die Un- — 
Ings. gleichung 


daß (6) > Aw 
urch 
bestehen, da nach (3) > Ag. 
Läßt sich also ferner zeigen, daB 
(i) VG — Py)? + — Yo)” 
Ki verschwindet gegen die Messungsfehler, so ist damit erwiesen, — 


‘kel daß auch die Näherung y= wy, völlig ausreicht. Durch Ver- 
gleich der Formeln (2) und (7) sieht man, daß @ stets sehr 


klein gegen @ sein muß, da ja in Gleichung (7) rechts das 
Quadrat der Tangente eines kleinen Winkels im Zähler vor- 
kommt und nicht bloß die erste Potenz dieser Größe wie in 2 
Gleichung (2). Die Näherung y, = ist also vergleichsweise 
sicher noch wesentlich genauer als die Näherung gy, = @. > 
3. Zahlenwerte der Näherungsfehler. 
ktes Es bleibt uns noch die Aufgabe, die früher mitgeteilten fag 
tets fahlenwerte für Nickel und für Stahl in die Gleichungen (2) = 
zen, und (7) einzusetzen. Der bessern Ubersichtlichkeit wegen will __ ery 
Ber ich die benutzten Werte hier noch einmal anführen: hey rahe 
ctes Für Nickel ist nach Drude für Natriumlicht 
en, p, = 76°00° und yw, = 31° 40 
er die Koordinaten des Punktes 4, d. h. das Wertepaar ¢, y, E 


‘ 
mehr 
Be, 
- 
3 
4 
= 
: 


des nächsten Kurvenpunktes nach der Seite des wachsende 


Einfallswinkels ist 
gp, = 16° 65° 


und y, = 31° 46‘. 


Aus den Gleichungen (2) 


und (7) ergibt sich mit Benutzung 
dieser Werte, daß 


& = 4,58 Bogensekunden und w = 0,057 Bogensekunden, 


Für Stahl ist nach Minor 


G=17° 09, y=27°45’ und daraus 2” 0,0111, 


dp 
Ferner ist nach meinen Beobachtungen für Stahl 
Po = 17° y,=27° 33, und yw, 


Da Oy/Og bei Stahl etwas kleiner ist als für Nickel, sind 
auch für @ und # entsprechend kleinere Werte zu erwarten, 
Tatsächlich ergibt sich für Stahl 


i = 3,13 Bogensekunden und & = 0,034 Bogensekunden, 


Zufolge der Ungleichungen (3), (4) und (6) müssen abe 
die tatsächlich durch die Verwendung der Näherungen 9,=5 
und w,=w bedingten Fehler noch kleiner sein. Somit ist 


für Nickel — < 4,6" und (P—y,) < 0,06”, 


Stahl (F— GY.) < 3,1" und < 0,08". 


Wie ich bereits früher mitteilen konnte, waren die Ab 
lesungen am Positionskreis des von mir verwendeten Analy. 


mechanischen Einrichtungen auf + 1 Bogenminute genau für 
Mittelwerte aus mindestens drei Beobachtungen. Der Positions 
kreis erlaubt am Nonius 100 Grad abzulesen. Somit sind die 
relativen Werte der Azimute auf +1’ genau.!) Die Genauig- 
keit der Absolutwerte dagegen ist natürlich etwas weniger 
genau, da sie ja sowohl von der Orientierung des Spiegel 
als auch von der Genauigkeit abhängt, mit welcher die Haupt- 
lagen des Nicols relativ zur Reflexionsebene bekannt sind. 
Letztere Einstellung war auf +0,01° genau für Mittelwerte 
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Uber die nach der Drudeschen Methode erreichbaren 
Genauigkeiten teilt Hr. v. Wartenberg!) mit, daß für gelbes 
fig-Licht (A = 578) bei seinen Messungen die Azimute 2y auf 
9)’ und die Phasendifferenzen A auf 1° genau waren. Drude?) 

tzung © selbst hat wohl infolge besserer Spiegel eine größere Genauig- 
keit, nämlich +10’ für 2% und +0,2° für 4 erreicht. Nach 

m. den Angaben von Hrn. Minor’) erlaubt die Voigtsche Me- 
thode eine wesentlich größere Genauigkeit, als sie von Drude 
pach seiner Methode erreicht wurde, nämlich +4,4 für 2 

. md +0,001 (4/2). Die Genauigkeit der Einstellungen für 2 y 
wirde sich, wie Hr. Minor glaubt, durch etwas feinere Ein- 
richtungen auf +1’ bringen lassen. Aus alledem ergibt sich, 

"3%. daß die durch die Näherung bedingten Fehler nicht 

mr verschwindend klein sind gegen die Messungsfehler der 

Methode des Minimalazimuts, sondern auch gegen die unver- 

meidlichen mittleren Beobachtungsfehler auch der genauesten 

bis jetzt angewandten Methode, nämlich derjenigen von 

Mn. Voigt. Die Fehler der Näherung Y=y, sind ihrerseits 

wieder klein gegen die Fehler von G=g,, also um so viel 

mehr zu vernachlässigen, betragen sie doch selbst im relativ 
~¥ & ungünstigen Fall beim Nickel weniger als 1 Promille des mitt- 
kren Fehlers der Nicoleinstellung. 

Ich glaube deswegen an meiner bisherigen Auffassung, 
dad die Näherungen 57=9y, und um so mehr d=y, un- 
bedingt erlaubt sind und daß der von Hrn. Voigt betonten 
Ab & Divergenz zwischen dem Brewsterschen Einfallswinkel und 
ialy- @ dem Haupteinfallswinkel zurzeit noch keinerlei praktische Be- 
chen # deutung zukommt, festhalten zu müssen, da die Fehler der 
| für beiden genannten Näherungen gegen die mittleren Fehler dieser 
ion # und anderer Methoden unbedingt zu vernachlässigen sind. 
| die Zum Schluß möchte ich meine Auffassung bezüglich der 
wig- 0 Verwendbarkeit der Methode des Minimalazimuts noch einmal 
msammenfassen: 
gels 1. Die Methode ergibt im ganzen sichtbaren Gebiet die- 
up U slbe Genauigkeit im Gegensatz zu der Methode von Drude; 


enden 


1) v. Wartenberg, |. c. p. 109. 
2) P. Drude, Wied. Ann. 39. p. 481. 1890. 
3) R.S. Minor, |. c. p. 596 u. 597. 2. Se 


ia > 
E 
sige 
3 : 
4 
= 
. 


ag x m 224 A. L. Bernoulli. Bestimmung der Dispersion von Metallen 


eine neue Bestätigung hierzu gibt Hr. v. Wartenberg!) be 
züglich Messungen mit rotem Licht. 

2. Die zurzeit erreichte Genauigkeit ist anscheinend audı 
im Gelb größer als bei der Methode von Drude. 

3. Im Gegensatz zu der Methode von Voigt, welche ein 
Spezialkonstruktion erfordert, verwendet sie nur einfachste 
experimentelle Hilfsmittel und erreicht dabei, soweit sich aus 
den von Hrn. Minor mitgeteilten Daten entnehmen läßt, trotz. 
dem dieselbe Genauigkeit der Ablesung. 

} 4. Da die Näherungen G=g, und d=y,, wie wir ge 
sehen haben, unbedingt erlaubt sind, so gewinnt man im 
Gegensatz zu den Methoden von Voigt, Drude und Zakr. 
zewsky?) direkt die Hauptwinkel 5 und %, wodurch sich die 
Berechnung der Größen nx und x wesentlich vereinfacht. Dem 
nach Cauchy’) ist bei gegebenem $ und w streng 


tg(2@—2 = — cos 29.182 


Ich beabsichtige auf diesen letzten Punkt nochmals in anderem 


Zusammenhang zurückzukommen. 


Bonn, den 28. 


1) v. Wartenberg, |. ce. p. 119. 
2) K. Zakrzewsky, Bull. de l’Acad. de Cracovie, Jahrgang 190, 
p. 1016; 1910. p. 77 u. 116, x 
3) A. Cauchy, Pogg. Ann. 47. p. 545. 1848. 


(Eingegangen 31. Mai 1910.) 
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